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Dynamique des asynchronismes entre patient et ventilateur en
ventilation non invasive

L. Achour t, C. Letellier 1, A. Cuvelier I, et J.-F. Muir
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Hopital de Bois Guillaume, C.H.U de Rouen, 76031 Rouen Cedex
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Résumé

L’asynchronisme patient-ventilateur peut apparaitre comme un non déclenchement
de la phase inspiratoire par le ventilateur. En effet, certains patients peuvent avoir
des difficultés a déclencher le ventilateur. La fréquence de ces cycles non décenchés
est assez variable. Une technique de détection des cycles non déclenchés basée sur
les variations de débit et de pression enregistrées au sein du circuit de ventilation a
été développée. La variabilité de la durée du cycle respiratoire est étudiée et révele
I’aptitude du patient a réduire le nombre de cycles non déclenchés ou non.

Abstract

Patient-ventilation asynchrony may take the form of inspiratory-trigger asynchrony. Some patients
may have considerable difficulty in triggering the ventilator. The amount of non-triggered cycles
1s patient dependent. A technique to detect non-triggered cycles based on flow and pressure mea-
surements whithin air ventilation system has been developed. The wvariability of the duration of
the respiratory cycle is studied and reveals the ability of the patient to reduce the number of non-

triggering cycles or not.

1 Introduction

La ventilation non invasive est réalisée a ’aide d’un ventilateur délivrant une pres-
sion positive dans les voies aériennes par l'intermédiaire d’'un masque (interface avec le
nez et/ou la bouche du patient). Elle permet de pallier a des insuffisances respiratoires
chroniques pour un nombre croissant de patients: en France elle représente 10% de 'as-
sistance respiratoire a domicile (46000 patients) [1]. L’efficacité de ce traitement ventila-
toire nécessite une parfaite coordination du patient avec son ventilateur, c¢’est-a-dire une
réactivité optimale du ventilateur lors de l’effort inspiratoire du patient. Les interactions
patient /ventilateur peuvent se résumer a deux phases distinctes: la phase inspiratoire du-
rant laquelle le ventilateur délivre une pression positive relativement élevée et la phase
expiratoire durant laquelle le ventilateur délivre une pression positive relativement faible.
Nous nous intéressons principalement a la mise en évidence du non déclenchement de la
phase inspiratoire ainsi que leur impact sur le mode ventilatoire. Les défauts de synchro-
nisation entre patient et ventilateur sont le plus souvent étudiés par des méthodes inva-
sives (donc tres désagréables) au nombre desquelles on compte la mesure de la pression
oesophagienne et gastrique. La mise au point d’un dispositif expérimental [2, 3] permet-
tant une détection “non invasive” de ces asynchronismes alliée a la théorie des systemes
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dynamiques non linéaires constitue une nouvelle méthode d’étude des asynchronismes pa-
tient/ventilateur. Leur détection se fait en temps réel par confrontation des courbes de
débit et de pression enregistrées au sein du circuit de ventilation : une signature évidente
des cycles déclenchés par le ventilateur se rétrouve sur un portrait de phase reconstruit
& partir de la mesure du débit a I'aide de coordonnées décalées. Au cours de cette étude,
4 patients ayant une Bronchopneumopathie Chronique Obstructive (BPCO), 4 patients
atteints du syndrome d’obésité-hypoventilation et 4 sujets sains sont ventilés par masque
facial au cours de 6 périodes de 10 minutes chacune avec une pression inspiratoire posi-
tive augmentée de 10 & 20 mbar. Les BPCO, insuffisants respiratoires obstructifs, ont une
obstruction des voies aériennes entrainant une distension thoracique et une augmentation
des résistances & 1’écoulement de l'air [5]. Les obeses, insuffisants respiratoires restrictifs,
dont I'augmentation de la masse corporelle diminue la compliance de la paroi thoracique
et augmente la consommation d’oxygene en majorant la production de dioxyde de carbone
[4]. Nous montrerons qu’il existe un lien étroit existe entre le nombre de cycles respiratoires
non déclenchés et la fréquence respiratoire propre du patient. Par ailleurs, ’analyse de la
variabilité sur la durée du cycle respiratoire par une application de premier retour constitue
une aide supplémentaire dans la compréhension du comportement ventilatoire du patient
face & son ventilateur. Les asynchronismes sont également renforcés par la présence d’'un
filtre antibactérien et par la perte de I’état de vigilance en situation de sommeil.

2 Résultats : le couplage patient-ventilateur

Le mode de ventilation utilisé dans cette étude est le mode de ventilation spontanée
avec aide inspiratoire avec une pression expiratoire positive additionnelle (VS-AI4+PEP).
Le ventilateur a trois taches a effectuer: reconnaitre 'inspiration, délivrer une pression
sous forme de plateau et reconnaitre I’expiration. La reconnaissance de ’effort inspiratoire
par le ventilateur est déterminée par une variation de débit (1 1/min en 20 ms) et provoque
la délivrance et le maintient du niveau de pression inspiratoire positive (IPAP). La durée
de la montée en pression est fixée a 0.4 sec: lorsque cette durée est trop lente, le travail
ventilatoire augmente. Le relachement de la pression et le passage a la phase expiratoire
est déclenché par le signal de débit. L’expiration a lieu lorsque le débit atteint une certaine
proportion du débit de pointe (maximal) (dans notre étude, il est fixé & 75%) : le ventilateur
maintient alors une pression expiratoire positive (EPAP = 4 mbar). Ce mode de ventilation
est tres utilisé aussi bien au cours d’un sevrage que pour une assistance ventilatoire partielle
qui permet & un patient qui conserve une commande respiratoire efficace de bénéficier
d’une bonne synchronisation avec son ventilateur. Toutefois, on s’apercoit que ce mode de
ventilation peut aussi faire apparaitre des asynchronismes patient-ventilateur.

2.1 Détection non invasive des asynchronismes

Au cours de la ventilation non invasive, 'existence d’efforts inspiratoires non suivis
d’un déclenchement du ventilateur est a l'origine d’un asynchronisme patient-ventilateur.
La méthode de référence de détection de ce type d’asynchronisme est basée sur la mesure de
la pression cesophagienne. Cette méthode est difficile a réaliser, introduction d’un cathéter
perfusé par le nez avec une anesthésie nasale. De plus, elle est mal adaptée a notre étude qui
doit concilier le confort du patient et la qualité de 'information recueillie. En VS-AI+PEP,
c’est 'effort inspiratoire du patient qui déclenche la phase inspiratoireé: ainsi, la fréquence
respiratoire est propre au patient. Par définition, un effort inspiratoire est caractérisé par
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une déflection négative de la pression cesophagienne. Parallelement, on observe un pic du
débit inspiratoire qui correspond & un pic en pression égal a la valeur de I'TPAP pré-réglée :
nous sommes dans la configuration d’un cycle détecté et déclenché par le ventilateur et il
y a synchronisation de I'effort inspiratoire du patient avec le déclenchement de la phase
inspiratoire par le ventilateur (Fig. 1). Dans le cas ou le cycle n’est pas détecté (non
déclenché) par le ventilateur, un pic en débit ne correspond pas & un pic en pression égal
a la valeur de I'IPAP pré-réglée mais & une pression voisine de 'EPAP. Toutefois, si on
regarde la pression oesophagienne, on remarque bien une déflection de cette derniere: le
patient a effectué un effort inspiratoire insuffisant pour déclencher le ventilateur. Nous
pouvons donc nous passer de la mesure de la pression cesophagienne pour la détection
rapide et automatique des cycles non déclenchés par le ventilateur. Une reconstruction
par coordonnées décalées du portrait de phase a partir de la mesure du débit nous permet
de mettre en évidence les cycles non déclenchés (Fig. 2). En effet, les cycles respiratoires
de faible amplitude se trouvant a 'intérieur du portrait de phase représentent les cycles
non déclenchés par le ventilateur (Fig. 2.a).
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Fic. 1 — Illustration des cycles déclenchés et non déclenchés par le ventilateur chez un patient
BPCO en ventilation spontanée avec aide inspiratoire. De haut en bas sont mesurées le débit (F)
, la pression wsophagienne (Pes) et la pression dans les voies aériennes (Paw). Les 8 fléches

désignent des cycles respiratoires non déclenchés par le ventilateur.
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(a) 24% cycles non déclenchés (b) 0 cycle non déclenchés
Fi1G. 2 — Portraits de phase reconstruits avec (a) et sans (b) cycles déclenchés.
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2.2 Impact de Peffet d’accoutumance a la ventilation non invasive

La méthodologie employée se propose de comparer en parallele le comportement ven-
tilatoire du méme patient, un sujet sain, soumis a trois niveau d'IPAP (10, 12 et 14 mbar) :
dans une premieére situation, désignée par le termé “débutant”, le sujet est soumis pour
la premiere fois a ce type de ventilation avec les trois niveaux d’aide inspiatoire et dans
une seconde situation, le sujet refait les mémes essais de ventilation, le terme “entrainé”
sera alors utilisé. La figure 3 met en évidence cet effet d’accoutumance dans la mesure
ou les portraits de phase du patient débutant révele une variabilité plus importante (ce
qui se sonfirme sur les applications de premier retour). Aprés un entrainement suffisant,
consistant a ventiler un certain temps le sujet sain, les portraits de phase se resserrent et
les applications de premier retour sur les durées du cycle se concentrent au voisinage de
la bissectrice: la variabilité a été réduite.

IPAP Débutant Entrainé

10 mbar

(a) 20,7 % (b) 8,7 %
12 mbar . . ﬂ :

(c) 25,5 % (d) 5,5 %
14 mbar

(e) 16,3 % (f) 7.4 %

F1G. 3 — Représentation de portraits de phase reconstruits a partir de la mesure du débit et des

Cen”

applications de premier retour sur la durée du cycle respiratoire chez le méme patient pour trois
pressions inspiratoires différentes. Les situations “débutant” et “entrainé” sont mis en évidence.
Le poucentage indique la proportion de cycles non déclenchés.

2.3 Variabilité de la durée du cycle respiratoire

Les applications de premier retour (Fig. 4) nous permettent de distinguer deux classes
de patients: ceux qui présentent une grande variabilité sur le cycle respiratoire (Figs. 4.a,
4.b, 4.c) et ceux qui ont une faible variabilité comme le révele la concentration de points
sur la premiere bissectrice (4.d, 4.e, 4.f). Remarquons que la proportion des cycles non
déclenchés est assez grande chez le patient mal adapté a la ventilation noninvasive et
que cela aura une influence considérable sur la qualité de la ventilation qui se dégrade.
En effet, la présence de cycles non déclenchés entraine une augmentation de la fréquence
respiratoire accompagnée d’une diminution de la ventilation minute ce qui provoquera
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une diminution de 'efficacité de la ventilation. Par ailleurs, chez le patient entrainé, la
proportion des cycles non déclenchés est plus faible: si cette proportion peut avoisiner les
30%, mais ce patient sait néanmoins gérer ces asynchronismes en gardant une variabilité
faible sur la durée de ses cycles respiratoires (Fig. refmapl.e). Sur 'ensemble des résultats
obtenus chez les 12 patients, on a relevé une corrélation entre le nombre de cycles non
déclenchés et la fréquence respiratoire (Fig. 5). On remarque que le nombre de cycles non
déclenchés diminuent lorsque la fréquence respiratoire propre au patient sous ventilation
non invasive augmente.

BPCO Sujet sain

Débutant

T ©
Tos ©

Tin ©
T ©
T ©

Entrainé

n L
z

‘1, (s)g ’ A <s)é ° 1, (s)é *
(d) <1.7% (e) <29% (f) < 1.0%
F1G. 4 — Application de premier retour sur le temps total du cycle respiratoire. Patients no-

B

vices et entrainés a la ventilation non invasive. Le poucentage indique la proportion de cycles non
déclenchés.

% cycles non déclenchés
@
8
T

E .
[ P B P T T,
10 15 20 25 30

Fréquence respiratoire f (cychn'l)

F1a. 5 — Représentation du nombre de cycles non déclenchés en fonction de la fréquence respira-
toire calculée pour 12 patients.

2.4 Influence du filtre antibactérien et de I’état de vigilance

La présence d’un filtre antibactérien placé & la sortie du ventilateur augmente de fagon
tres significative le nombre de cycles non déclenchés (Fig. 6). Ceci est di au fait que la seuil
de sensibilité de déclenchement de la phase inspiratoire est augmenté en présence du filtre,
elle est multipliée par 1,6. Par ailleurs, la ventilation nocturne a pour objectifs de reposer
les muscles respiratoires, de corriger les perturbations gazométriques et de retrouver dans
la journée une autonomie fonctionnelle. En situation d’éveil, le patient est capable de
déclencher le ventilateur tandis qu’en situation de sommeil, la perte de I’état de vigilance
implique le non déclenchement du ventilateur (Fig. 7).
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Avec. filtre Sans.filtre .

s-S0mnolence,

F(t+1)
F(t+1)

R sk gt
(a) 42.9% () 0.6% (b) 58%
F1G. 6 — Influence du filtre antibactérien. Fi1a. 7 — Asynchronisme au cours du sommeil.

3 Conclusion

De I’analyse brute des séries temporelles, il en résulte une détection précise des cycles
non déclenchés par le ventilateur. Le portrait de phase reconstruit a partir de la mesure
du débit révele rapidement la présence ou non de cycles non déclenchés. L’étude sur
la variabilité de la durée du cycle respiratoire souligne qu’'une période d’entrainement
est nécessaire avant la mise en place d’une ventilation non invasive a domicile afin de
réduire le nombre des asynchronismes rencontrés. Une perspective intéressante s’ouvre
pour I'application de cette technique & des enregistrements de nuit, principale situation
rencontrée pour le traitement de l'insuffisance respiratoire, ou les patients se plaignent
parfois d’une ventilation inefficace ou encore d’'un mauvais fonctionnement du ventilateur.
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Résumé

La découverte d’une organisation latérale des membranes cellulaires, due a la for-
mation de domaines membranaires, a motivé de nombreux travaux, a la fois en bio-
logie et en physico-chimie. Une expérience récente sur un systeme modele a montré
une déformation spectaculaire, avec ’éjection des domaines présents, due a I’absorp-
tion de protéines. Nous présentons ici une interprétation physique de cette instabilité.
Une approche basée sur I'énergie du systeme et incluant la présence de protéines est
utilisée pour déterminer les formes possibles. Ce modele conduit & une bifurcation
classique avec comme parametre d’ordre une tension de ligne effective, dépendante de
la concentration en protéines.

Abstract

The discovery of a lateral organization in the cell membrane, due to the formation of domains, has
motivated a large number of studies, both in biology and physico-chemistry. A recent erperiment
on a model system has shown a spectacular deformation, with the ejection of domains induced by
protein absorption. We present here a physical interpretation of this instability. We use an approach
based on the energetic description of the system, including the proteins, to determine the possible
shapes. This model leads to a classical bifurcation diagram with an effective line tension, function
of the protein concentration, as control parameter.

1 Introduction

La membrane cellulaire est majoritairement formée de lipides, des molécules am-
phiphiles qui s’organisent spontanément en bicouches pour protéger leurs parties hydro-
phobes [1]. La cellule utilise des bicouches de lipides pour créer des compartiments distincts
malis aussi pour assurer le transport de lipides et de protéines entre ces compartiments.
Une étape clé dans le processus de transport est la fission, la séparation d’une partie de
la membrane du compartiment initial ; in vivo, ce processus est controlé a la fois par les
protéines membranaires et par la réponse aux déformations de la bicouche de lipides [2].
Comprendre les propriétés mécaniques des structures de lipides est donc un enjeu impor-
tant pour comprendre les propriétés de la cellule.

Les lipides sont confinés dans les feuillets par ’eau environnante et n’ont pas d’autre
interaction spécifique forte. Aussi, la membrane résiste peu aux déformations qui n’ex-
posent pas le coeur hydrophobe et beaucoup a celles qui I'exposent. C’est donc un milieu
anisotrope qui se comporte comme un solide pour les déformations hors de son plan (cour-
bure), et comme un fluide incompressible pour les déformations dans son plan. Les systemes
modeles formés uniquement d’une bicouche de lipides, comme les vésicules géantes unila-
melaires (VGU), sont particulierement adaptés pour 1’étude des bicouches.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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L’étude des VGU a ainsi montré qu’une séparation de phase pouvait se produire dans
les bicouches formées d’un mélange de lipides [3], conduisant & la formation de domaines de
composition différente dans la bicouche. Actuellement, les domaines composés de sphingo-
myeline et de cholesterol attirent particulierement I'attention : ils semblent reproduire les
rafts, des structures lipidiques impliquées in vivo dans de nombreux processus cellulaires
comme la signalisation ou le transport [4]. Ces domaines possédent les méme propriétés
d’élasticité et de fluidité que la membrane ”classique”, mais sont plus ordonnés en rai-
son d’une interaction stérique entre les lipides [1]. Aussi, ils sont qualifiés de domaines
”liquides-ordonnés”, par opposition & la membrane classique dite ”liquide-désordonnée”.

L’absorption de protéines P1A2 sur des vésicules a plusieurs domaines provoque une
instabilité spectaculaire : un ou plusieurs domaines ordonnés peuvent étre éjectés [5]. Dans
la suite, nous nous attacherons a décrire cette instabilité. Nous montrerons qu’elle peut
étre expliquée analytiquement par un diagramme de bifurcation classique.

2 Description de la bicouche de lipides

2.1 Membrane inhomogene

Nous considérons une vésicule inhomogene et axisymétrique, formée par deux do-
maines, un ’liquide-ordonné’ (I,) et un ’liquide-désordonné’ (lz). Méme si le domaine [,
est plus structuré que le domaine lg, ils sont tous les deux formés par une bicouche a
I’état liquide et leurs propriétés élastiques sont bien décrites par le modele de Canham et
Helfrich [6], chaque phase i ayant 1’énergie :

an:/ [2r:H? 4+ 5K + 53] ds (1)
S

H et K sont respectivement la courbure moyenne et de Gauss. Les modules élastiques «;
(module de flambage) et m(é) (module de Gauss) sont plus élevés dans la phase [, que
dans la phase lg. Des valeurs typiques des modules de flambage sont x;, = 20k,T" et
Ky, = 80kyT. Les modules de Gauss sont beaucoup plus difficiles & mesurer: bien que F?,
soit une intégrale sur la surface, la contribution des termes de Gauss se traduit par une

intégrale sur I'interface entre les deux domaines ou par une constante topologique.

La derniere contribution dans 1’eq.(1) est liée a I'extension de la membrane. Quand
I’énergie nécessaire pour augmenter la surface de la membrane est grande devant 1’énergie
élastique, la surface de la vésicule peut étre considérée comme constante; >; est alors le
multiplicateur de Lagrange associé a cette contrainte.

L’énergie totale de la vésicule comporte les énergies (1) de chaque phase plus deux
termes de couplage. Il existe un interface d’épaisseur négligeable entre les deux domaines.
Tout augmentation de la longueur de l'interface se traduit par un cout énergétique pro-
portionnel a la tension de ligne ¢. Ensuite, la membrane est légerement perméable a ’eau
mais pas aux ions ou aux grosses molécules dissoutes dans ’eau environnante ; ceci permet
I’apparition d’une pression osmotique P. L’énergie associée aux termes de couplage est
alors:

Fremb = —i—a/dl —P/dV (2)
C
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2.2 Absorption de molécules

L’absorption de molécules extérieures, comme des protéines ou des détergents, est bien
décrite par une approche de Landau autour d’une concentration optimale ¢.,. S’écarter de
cette concentration a un cout que nous supposerons étre quadratique a I’ordre dominant.
Le potentiel chimique p; donne 1’équilibre de concentration avec I’eau environnante.

Le couplage des molécules avec la bicouche entraine une courbure locale de la mem-
brane, due soit a l'inclusion, soit a une pression osmotique. Ces deux effets sont décrits
pour un terme proportionnel a la courbure moyenne et a la concentration en molécules,
comme introduit par S. Leibler [7]. La contribution, dans le domaine ¢ est alors:

F; = /S {Ainf) + (%(¢ - ¢eqi)2 + %(V¢)2 + Nz¢> } as (3)

La forme de la membrane est donnée par la minimisation de 1’énergie :
FTOT:F,%+F,§2+F;,’+Fg+a/dl—P/dV
C

Nous ne donnons pas les détails du calcul variationnel, qui donne les équations de forme
(ou Euler-Lagrange) et les conditions de raccord a l'interface [8]. Nous considérons une
membrane axisymétrique. Les coordonnées cylindriques sont donc un choix adapté. La
membrane est parametrée par son absice curviligne s et sa forme est donnée par ses coor-
données r(s) et 1(s) (voir figure 1), reliés par la relation r’(s) = cost. La concentration
en protéines est donnée par ¢(s).

Fic. 1 — Paramétrisation d’une vésicule arisymétrique en coordonnées cylindriques. La
courbe pointillée représente le profil de la vésicule.

3 Formes de la membrane

3.1 Solution sans protéines

Nous considérons d’abord une membrane sans protéine (¢ = 0). Quand la pression
osmotique domine I’énergie élastique, une solution des équations d’Euler-Lagrange est faite
de deux calottes sphériques connectées. La forme de la membrane est alors complétement
déterminée par quatres parametres: les rayons des deux calottes R, et Ry et les deux
angles au raccord 6, et 6, (voir figure 2). Au niveau du raccord entre les deux calottes, il
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F1G. 2 — Représentation schématique d’une vésicule axisymétrique tendue a deux domaines.
La forme de la vésicule est donnée par les quatres parameétres R,, Ryg, 0, et 4. Au niveau de
la jonction entre les deux domaines, les propriétés élastiques ne peuvent plus étre négligées ;
un pli apparait alors (cercle).

n’est plus possible de négliger 1’élasticité : la courbure serait divergente. Aussi, il se forme
un pli élastique, qui peut étre traité par une approche en couche limite.

En négligeant les effets élastiques, le calcul variationnel montre que la forme de la
vésicule est donnée par quatres équations: les conservations des deux surfaces, la condition
de raccord de la membrane & la jonction (R,sinf, = Rgsinfy) et 1'équilibre des forces

horizontales

2
R2sinf,cosf, = R%sinfy cos g — FU (4)

La forme de la vésicule est controllée par la tension de ligne réduite 7 = o/P, qui peut
étre modifiée expérimentalement en changeant la pression osmotique. A partir de la figure
(1b) de larticle de Baumgart et al. [9], nous calculons 7 = 20.5um? pour des valeurs de
Ry, Ry, 0, et 64 que nous avons estimé.

Déterminer R,, Ry, 6, et 8, a partir de cette valeur de 7 donne deux solutions: une
solution de basse énergie, qui est celle observée expérimentalement, et une solution de haute
énergie, instable. Une étude systematique du couple de solutions en fonction de 7 montre
un diagramme de bifurcation classique (voir figure 3). 7 apparait comme le parametre de
contrdle alors que [y = 27 R, sin 0, la longueur de 'interface, est le parametre d’ordre, la
solution instable ayant un interface plus petit que la solution stable. Lorsque 7 augmente,
les deux solutions deviennent de plus en plus similaires, jusqu’a une valeur finie 7.. Au dela
de 7., il n’y a plus de solution connectée possible mais il reste la possibilité, irréversible,
d’avoir deux spheres séparées. Il faut noter que, & 7 = 7, la taille de la jonction n’est pas
nulle, ce qui n’empéche pas la fission.

Ce diagramme de bifurcation, avec un changement de topologie, est similaire au
probleme d’un film de savon fixé a deux anneaux paralleles faiblement écartés. Deux
caténoides sont solutions mais une seule est stable et peut étre observée; lorsque 'on
écarte les deux anneaux, les deux solutions se rapprochent jusqu’a la rupture, conduisant
a deux disques de savons indépendants [10].

A proximité de la jonction, I’élasticité de la membrane ne peut plus étre négligée : les
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Fi1G. 3 — Longueur de linterface lj des couples de vésicles possibles en fonction de la
tension de ligne réduite T. Le calcul a été fait avec A, = 21.7um? et Ay = 206pm?. La
ligne continue représente les solutions stables et la ligne en tirés les solutions instables.

effets élastiques se faisant sentir sur une longueur typique

K
le =] =m
PR

Comme [, << R, il est possible d’utiliser une approche en couche limite pour décrire le
pli élastique. La forme de la membrane est alors donnée par une équation similaire au
pendule oscillant, que nous pouvons résoudre compléetement :

" =sin(y) — 0;) (5)

ol 6; est 'angle du raccord dans la solution sans élasticité. Nous pouvons alors montrer
que I’élasticité joue un role similaire & une tension de ligne effective oo qui vient s’ajouter a
la tension de ligne o. Le diagramme de bifurcation reste adapté, avec 7 incluant la tension
de ligne effective due a 1’élasticité.

3.2 Membrane avec protéines

Le modele en deux calottes reste une solution des équations d’Euler-Lagrange quand
des protéines sont ajoutées, sauf si la concentration en protéines devient supérieure a une
concentration seuil ¢, = PR?/A ou si le couplage devient tres fort (A%2/ka >> 1), au quel
cas nous avons précédement montré que les calottes sont instables [8]. Nous supposerons
ici que les conditions expérimentales restent en dessous de ces limites.

Loin de l'interface, la concentration en protéines est homogene et est notée ¢. Au
niveau de 'interface, de forts gradients peuvent apparaitre. Trois longueurs déterminent
la distribution de protéines et doivent étre comparées a la longueur élastique I, ce qui
définit trois nombres sans dimension :

_/B1 Ao 1 A1
lc_\/;ze’ Ae=prEn M7 LRL

lc est la longueur chimique, qui donne 1’échelle de diffusion des molécules; A est la longueur
de couplage élastique, qui donne la longueur caractéristique d’influence des protéines sur
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la membrane ; A, est la longueur de couplage chimique, qui donne la taille caractéristique
de l'influence de la membrane sur la concentration en protéines.

Le développement en couche limite des équations d’Euler-Lagrange montre que 'effet
des protéines peut s’exprimer par une tension de ligne effective, comme pour ’élasticité.
Le systeme d’équations couplées décrivant la couche limite ne peut pas étre résolu analy-
tiquement sauf dans des cas limites, en particulier [, << 1 et A, << 1. Dans ces deux cas,
nous avons montré que les protéines contribuent a augmenter la tension de ligne effective.

Le diagramme de bifurcation de la figure 3 est toujours adapté, la contribution des
protéines étant comprise dans 7. Aussi, une augmentation de la concentration en protéines
entraine une augmentation de la valeur de 7. Ceci peut conduire a deux situations: soit
il y a assez de protéines absorbées pour avoir 7 > 7. et il va y avoir fission, formant deux
vésicules distinctes, soit ce n’est pas suffisant et il y a un bourgeonnement du domaine
ordonné, éventuellement réversible, sans fission.

4 Conclusion

L’étude des domaines membranaires est un sujet tres dynamique actuellement. Parmi
les sujets d’intérét, I'implication des domaines dans le transport intracellulaire peut étre
étudié grace aux systemes modeles. Nous prédisons ici I’existence d’une instabilité mécanique
conduisant & un changement de topologie. Cette instabilité est rendue possible soit par
un choc osmotique soit par l'absorption de protéines sur I'une ou l'autre partie de la
membrane. Nous avons utilis€ une approche en couche limite: la membrane tendue est
essentiellement formée par deux calottes sphériques, sauf au niveau de la jonction entre
les deux domaines ; les protéines ont pour role d’introduire des défauts coniques ponctuels
a la surface. Cette approche conduit a un diagramme de bifurcation avec une tension de
ligne critique au dela de laquelle se produit la fission.
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Résumé

Au voisinage du seuil d’instabilité, un systeme dynamique soumis & un bruit mul-
tiplicatif peut présenter un régime d’intermittence On—Off. Nous montrerons ici, sur
I’exemple dynamique le plus simple, 'extréme sensibilité de ce régime a la nature
spectrale du bruit. En effet, par la méthode d’expansion en cumulant [1] , nous avons
pu établir les densités de probabilité (PDF) du mode instable de ce systéme quelle
que soit la densité spectrale du bruit. Grace a ces PDF en loi de puissance, nous avons
montré que le régime intermittent était controlé par 1’écart au seuil, rapporté a la
densité spectrale a fréquence nulle: un filtrage des basses fréquences du bruit réduit
considérablement le domaine du régime intermittent. Ces résultats sont confirmés par
une étude numérique.

Abstract

A dynamical system subject to a multiplicative noise can exhibit On—Off intermittency close
to the instability threshold. Here we demonstrate the extreme sensitivity of this intermittency to the
noise density spectrum in the case of a simple dynamical system. Using the cumulant expansion
method [1], we calculate the Probability Density Function (PDF) of the system subject to a random
noise with arbitrary Power Spectrum Density (PSD). From the power law of the PDF, we show
that the intermittent regime is determined by the ratio between the departure from the threshold
and the PSD of the noise at zero frequency. Consequently, a high pass filter greatly reduces the
intermittency domain. These results are in agreement with numerical simulations.

La plupart des structures périodiques observées dans la nature sont créées par des in-
stabilités se développant dans un environnement bruité. La convection dans I’atmosphere
ou le manteau terrestre est forcée par des flux de chaleur inhomogénes et fluctuants. Les
dunes de sable sont formées par le vent qui souflle avec une intensité et une direction
variables. Cette variabilité modifie en général le parametre de forgage qui contréle I'insta-
bilité. C’est par exemple le cas en convection ot le nombre de Rayleigh est proportionnel
au gradient de température imposé. Ainsi ces fluctuations aléatoires agissent de facon
multiplicative sur le mode instable.

Il est par ailleurs bien connu depuis les travaux de Kawaboto, Kabashima et Tsuchiya
qu’un bruit multiplicatif modifie les phénomenes d’instabilité [2]. Dans certains cas le bruit
induit un déplacement du seuil d’instabilité [3]. T. Yamada et al [4] ont montré qu'un
bruit multiplicatif engendre un nouveau type d’intermittence dit intermittence on-off dans
lequel alternent aléatoirement des bouffées excitées de grandes amplitudes (on) et des
phases laminaires proches de 0 (off). Cette intermittence peut étre vue comme ’extension
a des systemes stochastiques du concept d’intermittence introduit précédemment comme
route vers le chaos [5]. Du point de vue mathématique, I'analyse de [4] montre le lien
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entre 'intermittence on-off et la loi de puissance suivie pres de 'origine par ’histogramme
normalisé de ’amplitude du mode instable.

De nombreux travaux theoriques, étudient ’effet d’un bruit delta-corrélé ou d’un
processus d’Ornstein—Uhlenbeck dont la fonction de corrélation décroit exponentiellement.
Dans ces deux cas, le spectre de ces bruits a au plus une fréquence caractéristique et il est
difficile d’identifier quelle partie du spectre du forgage aléatoire joue un réle important pour
la dynamique. Comme le bruit qui intervient dans la nature et les expériences est loin d’étre
un bruit blanc, nous considérons que cette question mérite d’étre approfondie. Comme on
peut le voir en figure 1, I'intermittence peut étre supprimée si les basses fréquences du
bruit sont filtrées, et ce, méme si 'amplitude du bruit reste constante. Pour comprendre
cela nous allons calculer 'histogramme normalisé (PDF) de 'amplitude du mode instable
pour un bruit quelconque.

1 Expansion en cumulant

Nous considérons ’exemple proposé par [4] pour modéliser un systéme décrivant de
I'intermittence On—Off:
X =(a+ ()X - X%, (1)

ou ¢ est un bruit. L’équation (1) peut étre vue comme la limite surhamortie de l'oscillateur
de Duffing qui a été tres étudié [6,7].

Pour comprendre l'effet des différentes fréquences du bruit lorsque celui-ci est quel-
conque, nous appliquons I'expansion en cumulant pour calculer ’équation d’évolution de
la densité de probabilité de X a partir de I’équation 1. Cette méthode consiste a écrire une
équation du type Liouville pour la densité dans ’espace des phases pour une réalisation
du bruit p(X,(). Ensuite une équation d’évolution est calculée pour I’histogramme nor-
malisé (PDF) P(X,t) en moyennant p(X,() sur les realisations du bruit (en effet on a
P(X,t) = (p(X,{))s). Pour tout bruit cette équation est développée3d au second ordre en
ate, o est la déviation standard du bruit et 7, son temps de corrélation [1]. On obtient
une équation du type Fokker-Planck:

OP = 0, <<(1 LM s ot S)X) P) + 0, <<5X2 + Mx‘*) P> ©

a a

Deux coeflicients ont été introduits
S = - 0 $dT
| o
M= [, 3)
0

S est l'intégral de la fonction d’autocorrélation qui, en vertue du théoreme de Wiener-
Khintchine est la moitié du spectre a fréquence nulle du bruit. La solution stationnaire de
I’équation (2) est pour S # 0 et S # M:

~(1tastits)

_ 2
(M - 5)X* 7 (4)

P(X)=C|X|s1
(X) =C[X]s <o

1+

ou C' est une constante de normalisation. Il apparait que la loi de puissance qui détermine
Iintermittence est contrélée uniquement par S i.e., le spectre du bruit d fréquence nulle.
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F1G. 1 — Série temporelle de la variable X (t) solution de ’équation (1). Dans les deux
cas a = 0.00125, o = 0.005 et la fonction d’autocorrelation du bruit est donnée par (6).
Mais en figure (a), n = Q = 0.25 d.e., a/S = 0.3927; en figure (b), n = Q = 2.5 i.e.,
a/S = 3.9270.
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0.2

F1c. 2 — PDF des solutions de l’équation (1) pour le bruit coloré décrit par (6) . Les
symboles (x x x) et (++ +) correspondent , respectivement , auz parametres utilisés en
figure 1a et figure 1b. Les traits pleins sont les prédictions théoriques (4). L’insert est une
représentation avec des azes logarithmiques des résultats.

2 Etudes numériques

Nous vérifions numériquement la pertinence de I’équation (4) en introduisant un bruit
coloré ayant deux fréquences caractéristiques: €2 et 7. Ce bruit est créé par les équations
suivantes [8] :

A = —dmnA —4n? (2 + )¢ + (4m)32/20(Q2 + n2)at

( = A (5)
ou £ est un bruit blanc gaussien. La fonction d’autocorrélation est alors
(C)-C(t+7))s = a2 exp(=2mn|r]) (cos(2nQr) + £ sin(2m Q7)) (6)

ot & est la variance du bruit et t. = (277) ! son temps de corrélation. Les séries tempo-
relles des solutions de 1 sont représentées en figure 1. Les deux courbes sont obtenues pour
la méme valeur de o2, et a. En figure la, on a S > a; tandis qu’en figure 1b, la rapport
a/S est plus grand que un. Dans ce cas, l'intermittence est clairement supprimée ce qui
illustre le fait que si la PDF de X ne diverge pas en X =0, il n’y a pas d’intermittence.

En figure 2, nous montrons que les deux PDFs correspondant aux figures 1a et 1b
sont tres bien décrites par 1’équation (4).

Nous avons calculé une approximation analytique pour la PDF du mode instable
dans le cas d’un systéeme dynamique du premier ordre soumis & un bruit multiplicatif (1).
Nos résultats sont valides pour des bruits ayant un spectre quelconque. Nous avons mis
en évidence I'importance des basses fréquences du bruit pour engendrer l'intermittence
on—off.
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Résumé

Nous présentons une application d’une méthode du contréle du chaos pour les
systemes Hamiltoniens & un modele d’advection chaotique en hydrodynamique. Cette
méthode permet de créer des barrieres a la diffusion chaotique des particules en ajou-
tant un terme de controle petit et simple a la fonction de courant du systeme.

Abstract

We present an application of a method of the control of Hamiltonian chaos to a system of chaotic
advection in hydrodynamics. The aim is to create barriers to diffusion of passive tracers by adding
a small and simple control term to the stream function of the system.

1 Introduction

Nous nous intéressons au controle du chaos d’'un probleme d’advection chaotique
dans un fluide bidimensionnel, incompressible et périodique par rapport au temps . Une
expérience utilisant la technique magnéto-hydrodynamique montre que les trajectoires des
particules pour des écoulements bidimensionnels et périodiques sont chaotiques. Il s’agit
d’une expérience dans laquelle un courant électrique passe a travers une couche mince
d’une solution électrolytique. Le courant interagit avec un champ magnétique alterna-
tif produit par des aimants placés au-dessous du liquide. Une chaine de vortex est alors
observée. Une dépendance périodique en temps est imposée par une force extérieure qui
oscille lentement de haut en bas, déplagant le fluide latéralement c’est-a-dire dans la di-
rection perpendiculaire aux axes des rouleaux donnant lieu ainsi a ’advection chaotique.
L’espace des phases, qui est ici 'espace réel, est caractérisé par des trajectoires régulieres
dans le centre des rouleaux et une région chaotique autour et entre les rouleaux. Un Ha-
miltonien décrivant ce phénomene a été proposé dans [4]. Une comparaison a été faite avec
I’expérience pour valider ce modele.

Nous utiliserons ce Hamiltonien comme le point de départ pour réduire le transport chao-
tique qui est donné par la fonction de courant:

U(x,y,t) = esin(x + Bsint)siny, (1)

ol € est la vitesse maximale dans le fluide et B 'amplitude des oscillations latérales. Le
terme Bsint est une simple modélisation des oscillations latérales des rouleaux.

1. Unité Mixte de Recherche (UMR 6207) du CNRS, et des universités Aix-Marseille I, Aix-Marseille 11
et du Sud Toulon-Var. Laboratoire affilié & la FRUMAM (FR 2291).
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2 Controle localisé

La méthode de contréle localisée a été largement décrite dans [3] ou les résultats
mathématiques rigoureux ont été prouvés. Nous exposons ici le résultat principal de ce
papier. Pour un systeme Hamiltonien a L degrés de liberté écrit dans les variables action-
angles, le Hamiltonien perturbé est donné par:

HAD) =w-A+V(AH),

ou (A,0) € RE x T, w est un vecteur de RY. Sans perte de généralité, nous considérons
une région au voisinage de A = 0 (par translation des actions) et, comme le Hamiltonien
est presque intégrable, la perturbation V possede des parties constantes et linéaires dans
les variables actions et est d’ordre ¢, i.e.

V(A0) =cv(f) +ew(0) - A+ Q(A,0), (2)

ot Q est d’ordre O(||A|?). Notons que pour € = 0, le Hamiltonien H a un tore invariant
de vecteur fréquence w en A = 0 pour tout ) non nécessairement petit. Le Hamiltonien
controlé est de la forme:

Hy(A9) =w-A+ V(A0 + £(0), (3)

Notons que le terme de controle f que nous construisons dépend seulement des variables
angles et est donné par

f(@) = V(070) -V (—Fa()V(O,H),H) ) (4)

avec I' un opérateur linéaire défini comme le pseudo-inverse de w - 0y, i.e. agissant sur
V =3, Ve tel que

Vi ok
v = S
> ore
w-k#0
Notez que f est d’ordre 2. On peut le voir & partir de ’'Eq. (2) ou f peut se réécrire comme
f(0) = 2w(0) - Topv — Q (—el'dyv,0) , avec Q quadratique dans les variables actions. Pour
toute perturbation V', le Hamiltonien (3) a un tore invariant dont le vecteur fréquence est

proche de w. L’équation du tore construit en ajoutant f est:
A =-T9,V(0,0), (5)

qui est d’ordre € car V(0,0) est d’ordre e.
Dans la section suivante, nous verrons dans notre modele que 'amplitude du terme de
controle est petite comparée a la perturbation.

3 Application au modele

Dans cette section, nous utilisons le controéle localisé pour réduire le transport chao-
tique de particules passives localisées autour et entre les rouleaux de convections. Par cette
méthode, nous créons ainsi des barriéres isolées a la diffusion chaotique. Pour construire
une barriere, nous sélectionnons une surface localisée autour de x = xy. Par exemple, pour
créer une barriere entre deux rouleaux nous pouvons choisir zg = 7. Suivant les notations
de la Sec. 2, nous réécrivons le Hamiltonien autonome sous la forme:
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H(z,Eyr1) = E+V(zyr7),
= FE+ \P(‘/E()ayﬂ_) + \IJ("L‘ayaT) - \I’(ﬂj‘o,yﬂ'),
= E+ Ev(va) + ew(m,yﬂ-)(m - xO) + Q(CE - xoanva)a (6)

avec ev(y,7) = ¥ (xo,y,7) et

E’UJ(.%' - 330:.%7) = aCC\Ij(x():y 7_)
[e.e]
Q(l’ - 1:07an77_) = Z al+1\11($07y77—)($ - xO)H_la (7)
=1

ou (A,0) = (z — x0,E,y,7) et w = (0,1) qui est dans ce cas un vecteur résonant.
Afin de calculer 'opérateur I', nous développons sin(BsinT) et cos(BsinT) en série de
fonctions de Bessel:

cos(Bsint) = Jo(B)+2 Z Jon(B) cos 2nT,
n>1

sin(Bsint) = 2 Z Jon+1(B)sin(2n + 1)7, (8)
n>0

le potentiel V' se réécrit alors:

V(z,y,7) = esinysinz jO(B)—{—QZan(B)COSQnT

n>1

+2esiny cosx Z Jon+1(B)sin(2n+ 1)1 |,

n>1
et 'opérateur I' appliqué a V' est donné par:
I'V(x,y,r) = 2esinysinz iJQn(B) sin 2nt
2n
n>1
1

—2esiny cos 7;) mjgnH(B) cos(2n + 1)7

Nous déduisons le terme de controle:

f(yaT) = ax‘lf(l‘o,y, )Fa \II anya + Z (8i+1\11($0,y77')> (Fay\l'(xo,yﬁ))l“ ’ (9)
=1

ol nous avons remplacé x — xg par —I'0y ¥ (zo,y,7).
Comme ¥ ne dépend pas de E, nous calculerons seulement I'0, ¥ (xg,y,7):

—T'0y ¥ = 2e cos xq cos yS,(T) — 2esin zg cos ySe(T), (10)
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ou S, et S, sont définis par:

1

So(T) = ij2n+1(B)COS(2n+1)T,
n>0

Se(r) = Z%an(B)SiHQTLT.

n>1

Nous déduisons le terme de controle exacte:

fly,7r) = esin(BsinT + xg)siny
—esin [2€ cos xg cos yS,(7) — 2€ sin xg cos ySe(T) + x¢ + Bsin7]siny. (11)

L’équation du tore invariant est
x = x0 + 2ecosy [cos oS, (T) — sin xS, (7)] . (12)

Pour | € [<< 1, le terme de controle localisé peut étre simplifié en ne considérant que le
premier terme du développement dans I’Eq.11. Le terme de controle simplifié est alors:

fa(y,m) = —€®sin 2y cos(B sin T 4 x¢) [cos 20So(T) — sin £oS.(7)] + O (63) : (13)

Pour B petit et xg = m, si nous ne tenons compte que du premier terme de la série S,,
nous obtenons un terme de controle simplifié donné par f = fs + O(B?),

~A(G(B) + )A(B)
2

Les sections de Poincaré de la dynamique du Hamiltonien non contrélé (1) et du
Hamiltonien (1) avec le terme de controle simplifié (14), sont représentées sur la figure 1,
pour B = 0.127 et sur la figure 2, pour B = 0.27. Le terme de controle crée un tore
invariant, correspondant a la courbe représentée en gras dans les figures dont I’équation
est donnée par (12). Nous constatons que le terme de contrdle réduit efficacement la
diffusion chaotique d’une particule passive; il n’y a pas de particules advectées d’une
cellule a 'autre. Par contre, pour B = 0.2, le controle est moins efficace; nous observons
quelques particules qui passent d’une cellule a I'autre. Ceci est di au fait que nous n’avons
pas ajouté au Hamiltonien initial, le terme de contrdle exacte mais une approximation de
ce terme. Le controle serait plus efficace, lorsque B croit, si nous tenons compte des termes
d’ordre supérieurs f, ou n > 3.

Afin de voir plus précisément les effets de ce terme de contrdle, nous allons étudier les
propriétés de transport de ce systéeme. Pour cela nous calculons le déplacement quadratique
moyen < r2(t) > d’une distribution de M particules (d’ordre 3000) en fonction du temps:

fs= sin 2y cos 7. (14)

LT TP
<r(0) >= 1 2 Ixa®) = 0] (15)
=1

ou x;(t), i = 1,..., M est la position de la iéme particule au temps ¢ obtenu par intégration
des équations de Hamilton a partir de conditions initiales x;(0). Nous remarquons sur la
figure 3(a) que < r2(t) > croit linéairement avec le temps pour ¢ suffisamment grand.
Le coefficient de diffusion peut étre déterminé par la pente du graphe de < r2(t) > par
rapport a t:

D= tim =0 >

t—o0

(16)
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(b)

Fia. 1 — Section de Poincaré pour la fonction de courant v donnée par ’Eq. (1) pour
e = 0.18, B =0.127, (a) sans contréle, (b) avec le terme de contréle simplifié donné par

VEq. (14)

3

FiG. 2 — Section de Poincaré pour la fonction de courant v donnée par ’Eq. (1) pour
e =0.18, B = 0.27, (a) sans contréle, (b) avec le terme de contréle simplifié donné par

VEq. (14)

Figure 3(b) montre les valeurs de D en fonction de B avec et sans le terme de controle
déterminé a partir du déplacement quadratique moyen pour ¢ > 1000. Nous remarquons
une réduction nette de la diffusion en présence du terme de controle.

4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail une premiere tentative d’appliquer en hydrodyna-
mique une technique de controle du chaos fondée sur une petite modification de la fonction
de courant. Nous avons calculé analytiquement le terme de controle permettant de réduire
I’advection chaotique dans le probleme original. Nous avons montré numériquement que
la diffusion chaotique dans le fluide a été significativement réduite en prenant en compte
seulement un terme de controle simplifié.
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FiG. 3— Diffusion pour le Hamiltonien (1): (a) Déplacement quadratique moyen < r(t) >
en fonction de t pour trois valeurs de B, B = 0.12,0.18,0.2; (b) Coefficient de diffusion en
fonction de B pour le Hamiltonien sans contréle (cercle) et avec contréle (14) (carré)
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Résumé

Un pelage mouillé s’organise en touffes sous I’action des forces interfaciales dues au
liquide emprisonné entre les poils. De tels phénomenes d’auto-association capillaire de
structures flexibles apparaissent a plus petite échelle et peuvent détériorer des micro-
systemes électromécaniques ou des tapis de nanotubes de carbone. Combien trouve-
t-on de poils dans une touffe? Pour répondre a cette question, nous avons réalisé
des expériences macroscopiques avec des brosses de lamelles flexibles régulierement
espacées mises en contact avec un liquide mouillant. La structure des amas formés
résulte d’une succession de collages auto-similaires de sous-amas de plus en plus gros
et conduit ainsi a un nouvequ processus de coalescence. La longueur de collage de
deux unités résulte d’un équilibre entre capillarité et élasticité des poils et permet
de déterminer le nombre maximal de poils par amas. Enfin, une approche statistique
basée sur I’équation de Smoluchowski décrit cette distribution.

1 Forces capillaires sur un solide élastique

Les forces capillaires peuvent déformer fortement des structures élastiques flexibles a
des échelles tres différentes, avec des conséquences parfois importantes. A ’échelle de notre
expérience quotidienne, la forme des pinceaux que 'on trempe dans la peinture ou d’une
chevelure mouillée qui s’organise en meches en sont les résultats les plus évidents. Nous
nous intéressons ici a un probléeme qui, malgré son importance technologique, semble avoir
regu peu d’attention du point de vue fondamental. En effet, de nombreuses techniques
de microgravure mettent en jeu la dissolution d’une résine photosensible par un solvant
que l'on doit ensuite évaporer. Les micro-structures gravées sont parfois déformées de
fagon permanente ou détruites lors de leur séchage [1, 2, 3, 4]. En outre, l'utilisation
de plus en plus courante de matériaux élastomeres de faible module de Young accentue
ce probleme (structures qui restent “collées”). Au dela des applications de type micro-
systemes (MEMs), cette thématique concerne également 1’élaborations de verres ou de
substrats spéciaux (hydrophobes, auto-nettoyants).

Une brosse constituée de lamelles de polyester est plongée dans un bain de liquide
mouillant, puis retirée quasi-statiquement jusqu’a une hauteur L. Pour une petite hauteur
L, les lamelles restent rectilignes, (Fig. 1a) mais au dela d’une valeur seuil, des paires de
lamelles voisines se collent entre elles (Fig. 1b), tandis que certaines (environ 1/3) restent
seules. Une cascade de collage est obtenue lorsque I'on augmente L : des paires de touffes
se collent pour former des amas de plus en plus gros (Fig. 1c). Dans cet article, nous
analysons ces figures de collage et calculons la distribution statistique des tailles d’amas.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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uﬂ

Fi1G. 1 - Une brosse de lamelles réguliérement espacées est retirée progessivement d’un bain
de liquide. a Simple montée capillaire entre des lamelles non déformées, b et ¢ collages suc-
cessifs conduisant a un motif hiérarchique, qui apparait comme un processus d’agrégation
(du haut vers le bas) ou de fragmentation (du bas vers le haut).

2 Brosse a deux poils: montée capillaire entre deux lames
flexibles

La premiere étape consiste a étudier le mécanisme élémentaire de collage pour deux
lamelles séparées d’une distance d. Si les lamelles étaient rigides, les propriétés de mouillage
du liquide conduiraient & la montée capillaire jusqu’a la hauteur de Jurin hy = 2L2/d,
ot L. = (v/pg)"/? est la longueur capillaire (y est la tension de surface du liquide, p sa
densité et g 'accélération de la gravité). Si les lamelles sont flexibles, la succion capillaire
les courbe et le liquide peut monter plus haut dans cet environnement plus confiné. Nous
avons mesuré la hauteur d’ascension L,.; en fonction de la hauteur hors du liquide L
pour deux lamelles de polyester (50um) séparée de d = lmm (Fig. 2). Deux régimes sont
observés : montée capillaire jusqu’a la hauteur Ay (ou jusqu’en haut de la brosse si L < h)
et collage pour des hauteurs plus grandes. De fagon surprenante, la hauteur d’ascension
Lyt augmente linéairement avec L dans ce dernier régime, alors que Lgry = L — Lyt
reste constante. En fait, Lg, est prescrit par un équilibre entre capillarité et élasticité.
L’énergie capillaire (par unité de largeur) vaut —2+ L., alors que 1’énergie élastique est
proportionnelle au carré de la courbure typique d/ Li -y €6 vaut exactement 3rkd?/L3 dry POUT
cette géométrie, ou k est la rigidité en flexion de la lamelle. En minimisant la somme des
deux énergies par rapport a Lg,,, (I’énergie potentielle gravitaire devient négligeable dans
ce régime, puisque le volume du liquide concerné est infime) donne

Léry = 9/2d2L2E'07 (1)

ot Lgc = (r/7)Y? est la longueur élastocapillaire. Ce résultat est en bon accord avec

nos mesures sur plusieurs ordres de grandeurs (Fig. 2 insert). On trouve dans la théorie
de fissure [8] et celle des tests d’adhesion (CITE) une formulation énergétique identique,
ou l'énergie capillaire est remplacée par la ténacité du matériau. Alors que Lgc donne la
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courbure typique induite par les forces capillaires [9], Ly, est la longueur critique au dela
de laquelle une structure lamellaire est sensible au collage capillaire. Lorsque les dimensions
d’une structure sont réduites (par un facteur A), Lgc et Lgyry (qui varient respectivement
comme \3/2 et \%/ 4) deviennent finalement plus petits que la taille de la structure, ce qui
conduit & de fortes déformations de micro-systemes [1, 2, 3, 4].

40

30

Lwet

Longueur mouillée, L., [mm]

Longueur émergée, L [mm]

Fia. 2 — Collage de deux lamelles. Des bandes de polyester (épaisseur e = 100um, et
rigidité en flexion x = 5,1 - 107*N.m) sont progressivement retirées d’un bain d’huile
de silicone (v = 20,6mN/m, longueur capillaire Lo = 1,5mm ). Hauteur d’ascension du
liquide Lyer en fonction de la hauteur émergée L pour d = lmm illustrant la transition
entre montée capillaire (Lye; = hy) et le régime de collage (Lary = L — Lyt est constant).
Insert: régime de collage. Longueur séche adimmensionnée Lqy,/LEc en fonction de la
séparation adimensionnée d/Lpc, ou Lpc est la longueur élastocapillaire (ronds: e =
50um, Lpc = 4Tmm, losanges: e = 100um, Lpc = 150mm, triangles: e = 170um,
Lgc = 370mm) et comparaison avec la theorie (ligne continue: Eq.1 sans paramétre
ajustable)

3 Le cas multilames

Pour généraliser 1’équation (1) au cas du collage multiple, nous supposons qu’un amas
de N lamelles se comporte comme une seule lamelle qui serait N fois plus rigide (nous
négligeons la friction solide entre les lamelles lubrifiées par le liquide). En moyenne, un
tel amas résulte de I'agrégation de deux demi-amas de taille N/2, placés a une distance
Nd/2. La longueur seche (entre la jonction des deux amas et 'encastrement) devient alors

9
4 37272
Liry = 76N"@" Lo (2)
ce qui est en tres bon accord avec nos expériences (Fig. 3). La taille maximale N4, des
touffes observable au bout d’une brosse est ainsi donnée par I’équation (2) ot I'on remplace
L4y par la longueur totale de la brosse L.
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F1a. 3 — Agregation de plusieurs lamelles en meéches. Des brosses (e = 50um, k = 5-
107°N.m, Lgc = 50mm et d = 1mm) sont retirées d’un bain d’huile de silicone.

Longueur séche Lgyy (au dessus de la jonction de deux agrégats) en fonction du nombre
N de lamelles de l'agrégat final (croiz: données brutes, ronds: longueur moyenne) et
comparaison avec la théorie (ligne continue : Eq. 2 sans parameétre ajustable).

4 Statistique des tailles de meches

Pour comprendre la statistique de tailles de meches, nous avons d’abord étudié un
modele numérique simplifié. Des particules de masse 1 sont disposées régulierement sur
une ligne avec un petit bruit, de sorte que la distance entre deux particules consécutives
soit & peu pres 1 (a 1 % pres par exemple). Ensuite le processus suivant est itéré : les deux
particules les plus proches sont remplacées par une une seule particule placée au centre de
masse des particules meres, tout en conservant la masse. Ce processus conduit a des arbres
d’évenements de coalescence, de structures semblables a celles de brosses de lamelles.

A un instant donné (ou pour une longueur de lamelles donnée), la dynamique impose
une masse (taille) maximale Np,., pour la masse (taille) des amas. Si 'on suppose le
processus auto-similaire, alors la variable réduite est N/Ny,q, et la probabilité de trouver
un amas de masse (taille) N prend la forme

o N

p(N,Nmax) Nmaz¢ (Nmax> ’ (3)
ou « est une constante de normalisation. Cette forme permet de regrouper les données
expérimentales et numériques sur une méme courbe maitresse (Fig. 4).

Le modele numérique suggere 'utilisation du formalisme de la théorie de la coales-
cence [7]. On considére un ensemble d’objets et I'on note n(m,t) la densité d’objets de
masse m a 'instant ¢ (le temps correspond a la longueur des lamelles). Deux amas de
masses m;j et mgy coalescent pour en donner un de masse mj +mg avec un taux K (mq,ms)
(classiquement ce taux est une constante). L’équation de Smoluchovski s’écrit

on

bl
E(m,t) = — /n(m1,t)n(mg,t)K(ml,mg)(S(m —mi1 —mg) dm; dmg

2
—/n(m,t)n(ml,t)K(m,ml) dmg. (4)



Poils mouillés 29

Le premier terme du second membre correspond & la création de masses m et le second a
leur disparition.

La difficulté est ici de trouver la forme du taux de réaction K (mj,mg) qui correspond
au systeme physique. L’ingrédient important est que deux masses coalescent si et seulement
si 'objet résultant a une masse égale a la masse maximale a cet instant-la. Donnons-nous la
masse maximale M (¢) comme fonction du temps. Le taux de réaction s’écrit alors comme

2

Wd(t—M_l(ml + ma)). (5)

K(ml,mg) =

La fonction de Dirac traduit le fait que deux masses mq et mo coalescent lorsque mq+mso =
M(t). Le nombre total d’amas est T = [ n(m,t)dm; chaque objet peut coalescer avec
I'un de ses deux voisins, soit 2 parmi 7', d’ou le préfacteur. Enfin IT est une mesure des
corrélations spatiales (IT = 1 sans corrélations).

Maintenant que 1’équation de Smoluchovski est fermée, nous en cherchons des solu-
tions auto-similaires sous la forme

bl m
n(m,t) = MT(t)¢ <M—(t)> : (6)

Une astuce permet de transformer ’équation intégro-différentielle pour ¢ en équation
différentielle ordinaire, que l'on intégre aisément numériquement. La solution représentée
sur la figure 4 correspond a un choix du parametre de corrélation II = 0,67 qui n’est pas
tres éloigné de la valeur que ’on trouve avec un calcul approximatif.

4

max )

dINV/N

Fréquence

{ 10
Taille des agrégats, N,

a

F1G. 4 — a Fréquence des agrégats de taille Nyqp (nombre d’agrégats mnormalisé par le
nombre total de lamelles) en fonction de Npq. (losanges: expérience, lignes continues
superposées : simulation numérique et théorie de coalescence). b La distribution de la taille
des agrégats est auto-similaire : la distribution renormalisée prend la forme ¢(N/Npaz) =
(N, Naz) N2 4o/ Niot, 0% n(N,Npaz) est le nombre d’agrégats de taille N pour une taille
mazimale Npq, et une brosse de Ny lamelles. Expérience (losanges, Npay varie de 6 a

11), simulation numérique (ligne noire) et théorie de coalescence (ligne grise).



30 J. Bico, B. Roman, L. Moulin, A. Boudaoud

5 Conclusion

Nous avons ainsi caractérisé I’auto-organisation de lamelles flexibles en présence d’in-
terfaces liquides: une cascade d’événements de collage auto-similaire conduit a une struc-
ture hiérarchique (Fig. 1c). Nous avons étudié I’événement élémentaire de collage, puis
obtenu la taille maximale N,,q, des amas qui peuvent apparaitre a une longueur donnée L
de la racine des lamelles. En réalité on observe une polydispersité de la taille des agrégats;
une étude statistique adaptant les outils classiques de de la théorie d’agrégation nous
permet de déterminer cette distribution. Nous montrons que 'assemblage des lamelles
correspond a un un nouveau processus de coalescence avec une taille maximale, dont on
peut visualiser I’historique simplement en regardant la brosse.

Une fois mis a ’échelle, ces résultats devraient étre pertinents pour la conception de
systemes micro-mécaniques. Le processus d’agrégation auto-similaire que nous décrivons
devrait s’étendre a d’autres géométries (comme celle de tapis de fibres) ou d’autres systemes
de fragmentation ou de coalescence dans lesquels une taille maximale est imposée.
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Résumé

Dans une expérience d’optique non-linéaire nous montrons une nouvelle classe des
structures localisées, qui apparaissent comme des pics localisées d’une structure spa-
tiale qui vient se nucléer sur une autre structure spatiale. Nous observons des pics
localisés avec deux amplitudes différentes, correspondant a différentes branches des
solutions spatiales périodiques. La nucléation des pics localisés est spontanée et gou-
vernée par la dynamique spatio-temporelle de la structure sous-jacente.

1 Introduction

Des structures localisées apparaissent dans différent domaines de la physique, chimie,
géophysique, etc. Des classes différents des structures localisées ont été identifiées [1, 2, 3],
méme si une classification exhaustive des tous les types possibles d’états localisés ne soit
pas encore établie. Du point de vue expérimental il est possible donner une description
phénoménologique des structures localisées: celles que 1'on observe en présence de bis-
tabilité entre un état homogene et un état périodique, par exemple dans la convection
thermique [4], les pulses localisés, comme dans l'instabilité de Faraday [5], les oscillons
dans les granulaires vibrés [6], les solitons de cavité en optique [7]. Cependant, quand 1'on
regard ’espace de phase la situation est tres complexe et des propriétés spécifiques des
structures localisées peuvent apparaitre, comme la formation des états liés [8], ou leur
forme triangulaire [9], comme il a été récemment observé en optique non linéaire.

Dans une expérience d’optique non linéaire qui se compose d’'une Valve Cristal Li-
quide (LCLV de l'anglais Liquid-Crystal-Light- Valve) dans une boucle de rétro-action op-
tique, nous allons montrer un nouveau type des structures localisées qui apparaissent
comme des pics isolés sur une structure spatiale de plus faible amplitude. Ces pics isolés
peuvent étre interprété comme des connexions homoclines entre les différents structures
spatiales qui sont associées aux branches de multi-stabilité du systeme [10]. La création
et le mouvement des pics localisés se font de manire spontanée, car ils sont induits par les
fluctuations de phase et d’amplitude de la structure spatiale sous-jacente.

2 Description de I’expérience

Le montage expérimental est le méme que celui décrit dans [9]. La LCLV se compose
d’un film nématique pris en sandwich entre une lame de verre et une lame photoconductrice
sur laquelle un miroir diélectrique est déposé. Les deux parois en contact avec le cristal
liquide sont traitées de fagon & induire un ancrage planaire (directeur nématique 7 parallele
aux parois). Le photoconducteur se comporte comme une résistance variable qui diminue

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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lorsque l'intensité lumineuse augmente. La LCLV, sur laquelle on applique une tension
sinusoidale, est insérée dans une boucle de rétroaction optique et illuminée par une onde
plane (laser He-Ne élargi). L’onde, apreés avoir traversée la couche de cristal liquide, est
réfléchie par le miroir de la LCLV et, grace a un faisceau de fibres optiques, est dirigée vers
le photoconducteur . La lumiere subi un déphasage qui dépend de l’angle d’orientation
des cristaux liquides. Ce déphasage, a son tour, controle le voltage effectif qui localement
s’applique au film nématique.

La boucle optique est réalisée de fagon a ce que la diffraction et l'interférence de
polarisation sont simultanément présentes [9]. La longueur de propagation libre de la
lumiére est fixée a L = —40 mm et les angles des polariseurs sont orientés a 45° par
rapport a 7, le directeur des cristaux liquides. L’extrémité libre de la fibre optique est
montée sur une platine de précision pour éviter toute rotation ou translation dans la
boucle de rétroaction. Nous avons fixé la valeur r.m.s. de la tension appliquée a la LCLV,
Vo = 12.3 V (fréquence 6 K Hz), et nous avons fait varier I'intensité de la lumiere incidente
I;,. Autour de cette valeur de V[, nous observons trois états uniformes et stationnaires.
Comme on va voir dans la suite, I’analyse de stabilité linéaire de ces solutions montre
que chaque branche devient instable par rapport a un mode transverse. On dira alors, de
manieére générique, que chaque branche bifurque vers une structure spatiale périodique,
que nous appelons P, P> and P3, respectivement.

3 La nucléation des pics localisés

Une séquence typique d’images que ’'on observe en augmentant I;;, est montrée sur la
Fig.1. Pour des faible intensités on observe la structure Pj, issue de la bifurcation de I’état
homogene vers un état périodique (Fig. la). Ensuite, comme montré sur la Fig. 1b, des
pics localisés apparaissent sur P;. Nous appelons ces pics Pjo, car, selon notre conjecture,
ils proviennent d’un processus de nucléation de P sur P;. En augmentant ultérieurement
I;,,, il apparaissent des pics localisés d’amplitude plus élevée, que nous appelons P;3, car
provenant de la nucléation de P3 sur P;.

Fic. 1 — Séquence d’images montrant l'énucléation des pics localisés: I, = a) 0.32, b) 0.38, ¢)
0.40, d) 0.41, e) 0.42 et f) 0.52 mW/cm?. Dans les insertions sur a) et f) sont montrées les images
de champ lointain pour Py et Ps, respectivement
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2551

F1a. 2 — Profil tridimensionnel d’intensit avec un pic Pio et un pic P13 sur la structure sous-jacente
P;.

Pour des valeurs intermédiaires de I;,, comme dans la Fig. 1c et d, Pi3 et Pis co-
existent dans les mémes régions de l’espace. Un profil tridimensionnel d’intensit typique
est montr dans la Fig.2, ou il est possible distinguer la structure priodique sous-jacente,
Py, le pic Pjo d’amplitude intermdiaire et le pic P13 ayant une amplitude beaucoup plus
leve. Si on continue a augmenter I;,, les pics Pj3 deviennent dominants et commencent a
envahir tout ’espace, jusqu’a ce que ils forment une structure spatiale densément remplie
(Fig. 1f).

C’est bien de remarquer que la transition des pics localisés P53 vers la structure
spatiale dense P a lieu a travers la propagation d’un front sur la structure sous-jacente
P;. Une image typique du front est montrée sur la Fig. 1e, ol on peut voir un cluster des
pics Pi3 qui est en train de s’agrandir. Une autre remarque importante est que 1’état final
P5 ne peut pas étre considéré comme une structure périodique proprement dite, puisque
elle contient toujours des pics Pjo et possede une dynamique spatio-temporelle chaotique,
caractérisée par des grandes fluctuations d’amplitude et par les mouvements de domaines
spatialement décorrelés. De méme, on ne peut pas dire que P» existe en tant que structure
propre, car elle apparait seulement dans la zone de coexistence de P; et P et peut étre
observée seulement sous la forme de pics Pio.

Les structures P;, P, et P53 sont en principe caractérisées par des valeurs différents
de leur nombre d’onde ¢; = 27/d;, i = 1,2,3. Dans les insertions de la Fig.la et f, nous
montrons les images de champ lointain correspondant a P, et Ps. Les tailles spatiales
mesurées pour P; et P3 sur ces images sont, respectivement, d; ~ 210 um et ds ~ 290
um. Nous ne pouvons pas mesurer ds, car P, se manifeste seulement par la nucléation de
pics Pjo, ne donnant pas un cercle critique sur les figures de champ lointain.

Le comportement dynamique de P; est déterminant pour la nucléation de pics loca-
lisés. En fait, aussi bien P;3 que Pj3 apparaissent spontanément et, au cours du temps, ils
continuent de se déplacer a cause de la dynamique légerement chaotique de la structure
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sous-jacente P;. La nucléation de pics localisés est spontanée, dans le sens qu’elle est due
principalement aux fluctuations d’amplitude de P;. Ces fluctuations agissent comme une
source de bruit qui, des temps en temps, injecte assez d’énergie dans le systeme pour le
faire passer d’'un état bas, P, a un état haut, celui-ci étant P, ou P3 selon 'ampleur de
la fluctuation locale.

1 < lp>(mWicm2) TrTT7._P3
0.6- P13 1 } H
0.5 o
0.4- Tl

] P12
il
0.2-

P1
TS LTS TR ETSTRES
lin(mwW/cm2)
05

0.0 —— : ‘
0.1 0.2 0.3 0.4

Fic. 3 — Diagramme de bifurcation expérimental, < I, > en fonction de I,, pour V; = 12.3
V. Les trois branches correspondent Py, Pis et Pi3, respectivement. HSS est l’état homogne qui
bifurque Pi. La hauteur des bars d’erreurs est la variance de < I, >.

Nous montrons dans la Fig.3 le diagramme de bifurcation expérimental: I'intensité du
pic < I, > de chaque structure spatiale est graphiquée en fonction de I'intensité incidente
I;;,. Les branches successives correspondent, respectivement, a I’état homogene, qui perd
ensuite sa stabilité et bifurque vers P, et aux pics Pio, P13, ce dernier se transformant en
P3 pour I;;, élevée. Pour chaque valeur de I;;,, < I, > est mesuré en faisant la moyenne sur
les maximums de la structure spatiale: grace a une camera CCD controlée par ordinateur
nous avons enregistré plusieurs images de champ proche; ensuite, nous avons appliqué
un seuil pour garder seulement les maximums sur chaque image et nous avons fait une
moyenne d’ensemble sur tous les pics. Quand deux états différents, comme P; et Pio,
coexistent dans la méme image nous avons appliqué un double seuil, de facon a isoler
les deux états, respectivement a basse et & haute amplitude, sur deux images séparées.
Quand les pics Pis et Pi3 coexistent, nous appliquons un troisieme seuil pour distinguer
entre leurs différentes amplitudes.

En diminuant I;,, nous observons, aussi bien pour Pjs que pour P;3, le méme dia-
gramme de bifurcation que celui enregistré en augmentant I;,,. En fait, la nucléation spon-
tanée des pics étant induite par les fluctuations de Py, la zone d’hystéresis devient tres
petite a cause du bruit associé aux fluctuations.

4 Analyse de stabilité linéaire du modele

Le modele pour la LCLV a été précédemment dérivé dans [11]:

00 = 1*°V% 0 — 0+ f(0) (1)
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ou 0 < 0 (7yt) < m/2 est angle moyen d’orientation des cristaux liquides, f(#) = 0 quand
V < DVip et £(0) = 7/2 (1 - \/PVFT/V) quand V > DVpr, Ver étant le voltage de

seuil pour la transition de Fréedericksz et V =TV + aly, (H,Vi). I" est 'impédance des
couches diélectriques de la LCLV, « est un parameétre phénoménologique qui résume, dans
I’approximation linéaire, la réponse du photo-conducteur, ! est la longueur de cohérence
'i—i‘Vi (1 _ efiﬁCOSQQ ’2

électrique et I, = I;,/4 | e™* est I'intensité de rétroaction de la

lumiere apres une longueur de propagation libre L, la diffraction étant prise en compte
par 'opérateur e_i%Vi, avec \ la longueur d’onde optique.
Le systéeme montre une instabilité spatiale en fonction de la longueur de diffraction
L. En écrivant 0 = 0y +£0;e7te'?" nous faisons Panalyse de stabilité linéaire de la solution
homogene 6, par rapport a la perturbation spatial 6; et nous dérivons la relation de
dispersion o(q) pour les modes les plus instables:
¥0

0 =—q" = 1= xcos(A¢* + ) (2)

ot A = —AL/47l?, oo = [ cos? b et
4x = madip Bsin(po/2) sin(260)/ (T'Vo + aliy, sin?(po/2))%/2 .

q

1.0 4

0.5+

00 T T T | T T T | T T T | T T T

F1G. 4 — Ballons d’instabilité q vs I;,,, pour Vo = 12.3 V.

PourT' =0.5, Vpr = 3.0V, 1 =30 um, A = 632 nm et L = —40 mm nous montrons en
Fig.4 les ballons d’instabilité ¢ vs I;;,. Ceux-ci sont en accord qualitatif avec le changement
de nombre d’onde qui accompagne ’apparition des pics localisés et la transition de P} vers
Ps. 11 faut noter que P; bifurque avec un nombre d’onde critique ¢; # 0 (instabilité de type
I selon la classification de Cross-Hohenberg [2]), alors que P» et P3 sont accompagnés par
I’apparition d’une bande a grande longueur d’onde avec un nombre d’onde critique zéro.
Ces bifurcations ne peuvent pas étre proprement classifiées comme type I, car les deux
bandes instables bifurquent de maniére sous-critique en fonction de I;,. Par consequent,
il est toujours possible identifier les deux modes les plus instables, ¢2,,,. # 0 et g3,,.. # 0,
correspondant, respectivement, aux maximums de o pour P» et P3. Dans les trois ballons
d’instabilité, les maximums de o, opmqz, sont indiqués sur la Fig.4 par les trois lignes en
pointillé. Pour chaque valeur de I;;,, les nombres d’onde qi1,,,., 92,10, €t 93,4, d€S trois
modes les plus instables sont sur la ligne g,,4,. Si on considere la taille spatiale des pics
localisés P2 et Pi3, on peut voir qu’elle est consistante avec les valeurs ¢s,,,,. €t ¢3,,4.
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......

al/l).

Il faut enfin remarquer que les trois branches qui apparaissent sur le diagramme de
bifurcation expérimental ne sont pas nécessairement issues de la déstabilisation des trois
états homogenes correspondant. En effet, il existe aussi la possibilité que la deuxieme
branche instable présente une instabilité secondaire, donnant lieu & une troisiéme branche
de solutions. Expérimentalement c’est impossible de distinguer entre les deux cas.

5 Conclusions

En conclusion, nous avons identifié une nouvelle classe de structures localisées, les pics
localisés, qui apparaissent chaque fois que deux structures périodiques coexistent dans la
méme région des parametres. Nous avons montré I'existence de ces type de structures
dans 'expérience de la LCLV avec rétro-action optique. Nous avons aussi remarqué que
les pics localisés sont nuclées par les fluctuations d’amplitude de la structure sous-jacente,
qui agit comme une source de bruit induisant ’apparition spontanée des pics localisés. Ces
caractéristiques de pics isolés, comme le scénario pour leur apparition, semblent définir
une classe tres générique des phénoménes, ayant lieu chaque fois qu'un systéme présente
des branches bistables entre différentes structures spatiales.
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Résumé

Nous avons mené des expérience de controle actif d’instabilités thermocapillaires a
fort gradient thermique, dans un container cylindrique. Des études précédentes [1, 2]
ont montré qu'un controle significatif d’instabilités oscillatoires pouvait étre obtenu
en optimisant une rétroaction de température par chauffage local. Dans une nou-
velle série d’expériences menées dans une géométrie d’écoulement convergeant, plus
instable, nous avons noté I'apparition d’instabilités d’ordre supérieur et de chaos. Ap-
pliquant dans un premier temps un controle actif local a un état périodique pres
du seuil d’instabilité primaire, nous étendons le processus a plus haute différence de
température, ol la loi de controdle initialement linéaire nécessite ’ajout de termes non-
linéaires ou proportionnels a la dérivée temporelle du signal. Enfin, un controle actif
proportionnel permet la synchronisation d’états chaotiques, vers un état périodique

[3].
Abstract

We report experiments on control of thermocapillary instabilities at high temperature diffe-
rences, in a cylindrical container. Previous studies [1, 2] showed that a reasonable control of os-
cillatory instability could be achieved by optimizing a local heating feed-back process. We conducted
experiments with a basic flow converging from periphery to center. This constitutes a more unstable
configuration than previously, that enables the appearance of higher-order instabilities and chaos.
Applying successfully local feedback control to the periodic state close to the threshold, we extend
the process to higher temperature differences, where non-linear as well as proportional/derivative
control law are necessary to obtain a significant decrease of the temperature fluctuations. Finally,
proportional control allows to synchronise a chaotic state, to a periodic one [3].

1 Introduction

Le phénomene de thermocapillarité traduit la dépendance de la tension de sur-
face du liquide avec la température: la tension de surface est généralement une fonction
décroissante de la température. Ainsi, lorsque différentes zones de la surface d’un liquide
sont portées a différentes températures, il en s’en suit un écoulement de la zone la plus
chaude vers la zone la plus froide. Par continuité, cet écoulement superficiel entraine un
écoulement d’ensemble en profondeur. En laboratoire, les écoulements thermocapillaires
ont été étudiés dans de nombreuses géométries. Parmi celles-ci, celles du ’'pont-liquide’
et de la ’cuve cylindrique’ sont utilisées dans des situations pratiques comme la produc-
tion de monocristaux par fusion/resolidification locale ou les bassins de soudure. Un cer-
tain nombre d’études ont précédemment été menées dans des géométries axisymétriques
confinées (par exemple, [6, 9]), et la résolution théorique de la stabilité est disponible dans
[7]. C’est dans cette géométrie axisymétrique (cuve cylindrique) que nos expériences de
controle ont été conduites.

Lorsque la différence de température est supérieure a un certain seuil A7, (entre 15°
et 20° dans les géométries usuelles), I’écoulement de base subit différentes bifurcations. Le
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premier stade de ces instabilités est une brisure de 'axisymétrie de 1’écoulement, associé
a des oscillations de température et de vitesse. En raison du confinement géométrique,
I’écoulement oscillant a une structure spatiale relativement simple (nombre d’onde azimu-
tal typiquement égal a 2 ou 3) et prend la forme d’ondes stationnaires ou propagatives.
Lorsque la différence de température AT est plus élevée, le degré de complexité des in-
stabilités augmente: des oscillations initiales sont couplés avec des modes de différentes
fréquences apparaissant a la suite d’une cascade d’instabilités, pour résulter a tres haut
AT en un état chaotique.

De telles instabilités perturbent généralement les procédés de production de cristaux,
et il peut étre intéressant de chercher a en atténuer ’amplitude. Depuis plus d’une dizaine
d’année et l'article pionnier de Ott, Grebogi et Yorke [10], on sait qu'’il est possible de
controler un systeme instable et/ou chaotique a faible nombre de degrés de liberté, en
appliquant dynamiquement de faibles corrections optimales. La méthode, dénommée OGY
par le nom des auteurs, a été appliquée avec succes dans certains cas, principalement en
simulations numériques. Les perturbations optimales pour un contréle sont déterminées
au cours d’une phase d’initialisation, ot 'algorithme ’apprend’ comment réagir de maniere
optimale a des perturbations modeles. La complexité de calcul dans cette méthode peut
en restreindre 'utilisation dans des cas expérimentaux. Notons tout de méme 1’'étude de
Petrov et al.[11] qui a controlé avec succes les oscillations dans une expérience de convection
en pont liquide.

La géométrie contrainte (systéme a faible degré de liberté) et la phénoménologie
de la convection thermocapillaire, se prétent bien a ce type d’étude. Les instabilités de
convection sont devenues une référence en physique non-linéaire et en physique du chaos,
en raison du caractere général de leur dynamique, et ont été tres étudiées dans ’optique de
trouver des scénarios de transition prévus par les théories du chaos temporel [4]. L’étude du
controle de tels systemes offre une vue différente sur la stabilité de leurs états dynamiques,
en donnant des indices sur leur robustesse a supporter des perturbations. Nous décrivons
ici des expériences récentes de controle de convection thermocapillaires, avec une loi de
rétroaction relativement simple, a des différences de température élevées. L’écoulement
non-controlé présente une cascade d’instabilités & parametre de controle (différence de
température adimensionée) e croissant jusqu’a un état chaotique (e = AZ;I%TC, AT, étant
la différence de température a I’apparition de I'instabilité primaire oscillatoire).

2 Description de ’expérience

L’écoulement est généré dans une cuve cylindrique de 6 mm de diametre, sur la-
quelle la différence de température est appliquée entre le centre et la périphérie. Dans les
expériences précédentes [9, 1, 2], il n’était pas possible d’observer des états chaotiques:
ceux-ci nécessitaient un gradient de température trop élevé, et des bulles apparaissaient
alors dans la cellule. Le remede a été d’inverser le gradient de température, pour obte-
nir une configuration plus instable vis-a-vis de ces instabilités secondaires: la température
froide est appliquée au centre par la circulation d’eau froide dans un tube métallique fin
(1.2 mm de diametre) coaxial a la cuve. La température chaude est appliquée en périphérie,
par un anneau de cuivre. Le liquide utilisé est de I'huile silicone. La viscosité est choisie a 1
cP, résultat d’'un compromis entre la volatilité et I’apparition d’instabilités. En raison d’un
taux d’évaporation non-négligeable, il est nécessaire d’ajouter du liquide & débit constant.

Les mesures de température sont effectuées a I’aide de fils chauds immergés (fig. 1-b),
utilisés a courant constant. La résistance ohmique est directement reliée a la température
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Fic. 1 - (a) Schéma de Uexpérience. (b) Un fil chaud utilisé pour le contréle. (c¢) Ecoule-
ment de base.

locale . L’utilisation de fils tres fins (1-2 microns de diametre) permet une précision dans
la mesure (leur longueur est d’un demi-millimetre), une réponse temporelle tres rapide et
une déformation négligeable de la surface libre. Ils sont dénommeés ci-apres par I’anglicisme
sensor. Dans les plages de température explorées, la tension aux bornes des fils est liée par
une simple relation proportionnelle a la température. Les corrections en températures sont
apportées par des fils chauds de méme nature (dénommés par heater), dont on fait varier
le courant qui les traverse. Ils sont placés a environ 100 microns de la surface sans toucher
celle-ci. Dans nos expériences, nous avons utilisé 2 sensors et 2 heaters, compte-tenu de la
simplicité de la structure spatiale de ’écoulement dans la direction azimutale.

La tension du courant injectée dans les heaters est fixée par une loi de rétroaction
qui dépend des valeurs de température mesurées par les sensors en ®; et ®5. Le controle
proprement dit est effectué de la maniere suivante: en définissant 6(®;) par I’écart entre
température non-dimensionnée mesurée par le sensor ¢ et sa valeur temporelle moyenne
(0 = (T— < T >)/AT,), on obtient la tension injectée a chaque instant sur le heater i:

Vi = —G10(®;) — G30(D;)(0(D1)? + 6(P2)?) (1)

Ainsi, si la température est inférieure a sa valeur moyenne temporelle < T >, de la
chaleur est injectée sur le heater correspondant, alors que si celle-ci est supérieure, rien n’est
injecté (pas de refroidissement local possible). La puissance injectée, donnée par Vf /R;
(R; étant la résistance du heater), est d’ordre de grandeur de 1 milliwatt (assez souvent
inférieure), excepté dans les premieres secondes du contrdle ot on observe quelquefois des
pics brefs & 10 milliwatt. L’équation (1) suggere une loi de contrdle combinaison d’un
terme linéaire —G16 et d’un terme non-linéaire couplant & 'ordre 3 les températures des
deux sensors. Les coordonnées azimutales des fils chauds doivent étre optimisées pour
I'efficacité du controle. Cette optimisation est directement reliée a la structure spatiale du
mode dominant: une onde progagative de nombre d’onde 2 dans la direction azimuthale
(cf. détails dans [1, 2, 3].

3 Résultats

3.1 Ecoulement en ’absence de controle

Au dela de AT = AT, (e = 0, pour AT, = 17°), le systeme subit une bifurcation vers
un écoulement oscillatoire, non-axisymétrique (fig. 2-a). Pour des valeurs modérées de e,
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Fi1G. 2 — Extraits de signaux temporels moyennés, spectres de puissance et coupes de Poin-
caré, pour différents €. (a) €e=0.53: tat oscillatoire. (b) e= 0.99: doublement de période.
(c) €=1.10: apparition d’autres fréquences. (d) e=1.80: Chaos.

I'amplitude des oscillations croit avec I’écart en température. Il apparait que A? = ae (avec
A: amplitude du mode fondamental), signature d’une bifurcation de Hopf. Au delad d’un
certain € (autour de 0.95), ’écoulement oscillatoire subit une nouvelle bifurcation avec
la croissance d’'un mode subharmonique. Cela se traduit par un doublement de période
temporelle (cf. fig. 2-b). De nouvelles étapes similaires conduisent le systéme vers une
dynamique imprédictible (fig. 2-c). Il s’agit d’un scénario de transition vers le chaos par
cascade de doublement de période, observé dans nombre d’autres systemes. Un mode
subharmonique y apparait de maniere évidente par des pics aux la fréquences 1/2 entieres
du fondamental, alors que les spectres d’états chaotiques sont aplatis, avec une bosse
autour de la fréquence dominante. La mesure d’exposants de Lyapunov [3] a révélé une
brusque augmentation vers e=1.25, I’exposant maximal restant proche de zéro en dea. Une
telle étude dans une géométrie un peu différente (half-zone) a montré une transition vers
le chaos par quasi-périodicité [8].

3.2 Atténuation des instabilités loin du seuil

Se référant a la loi de rétroaction de I’équation (1), il s’agit de ’jouer’ sur les valeurs de
(G1 et G3, directement liés a la puissance injectée, pour obtenir un optimum de controle. Cet
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de Poincaré . ¢ = 0.72.

optimum est trouvé pour une puissance intermédiaire, entre une zone de faible puissance
ou le systeme ne réagit pas, et une zone de forte puissance ou la rétroaction engendre
des instabilités de forte amplitude. Il est a noter que pour de faibles valeurs de ¢, cet
optimum est assez large. Quand e augmente, la plage ou la rétroaction est satisfaisante
se réduit. Un exemple de controle est illustré sur les figures 3, ou sont reportés: (a) le
signal temporel: on y remarque une forte diminution de ’amplitude, lorsque le controle
est appliqué. (b) le spectre fréquenciel des états avec/sans controle : 'atténuation apparait
clairement, notamment autour de la fréquence initialement dominante. (c) la construction
d’un attracteur dans un pseudo-espace des phases, obtenu en reportant le signal temporel
sur 3 axes (X,y,z) aux instants ¢, t +dt et t+ 2dt. L attracteur en pointillés représente 1’état
non-controlé, et celui en trait plein 1’état controlé. On obtient des rapports de puissance
(carr de Pamplitude) entre 0.01 et 0.1 jusqu’a e=0.85.

Il est & noter que le terme non-linéaire dans (1) s’avere de plus en plus important au fur
et & mesure qu’on augmente e: en d’autres termes, le rapport optimal G3/G1 est croissant
avec €. Ainsi, plus on s’éloigne du seuil, plus un simple contréle proportionnel linéaire
échoue a atténuer les oscillations. Un tel controle a été possible sur une large gamme de ¢,
relativement loin du seuil. Au dela d’un certain e (autour de 0.95), la rétroaction donnée
par la loi (1) échoue & controler. Il est alors nécessaire de recourir a une loi de rétroaction
différente, combinaison d’un terme proportionnel et d’'un terme dérivatif, qui donne des
résultats satisfaisants jusqu’a e=1.10 [3].

3.3 Synchronisation d’états chaotiques

L’action d’une rétroaction ne permet pas d’atténuer I’amplitude des fluctuations si-
gnificativement. Néanmoins, il a été possible de synchroniser un état chaotique vers un
état quasiment périodique. Une illustration est donnée par les figures 4. Cette synchro-
nisation nécessite une certaine configuration de sensors/heaters: les deux sensors sont
disposés & /2 I'un de Pautre, les deux heaters & 7/3 'un de l'autre. D’autre part, la loi
de rétroaction est donnée par (1) avec G3 = 0, une rétroaction completement linéaire.
On peut alors tenter d’interpréter cette synchronisation comme suit: en utilisant les fluc-
tuations en opposition de phase, du mode chaotique ou domine encore un mode 2, on en
réinjecte un signal similaire sur les deux heaters placés de telle sorte qu’ils vont exciter
un mode de structure spatiale différente (mode 3), qui lui est plus stable que le mode 2.
L’interprétation d’'un mode différent excité est compatible avec ’apparition d’une nouvelle
fréquence sur le spectre controlé, différente de celle du mode 2. A noter que les mesures
d’exposants de Lyapunov (autour de 2 dans un état chaotique, et autour de 0.1 dans 1’état
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F1a. 4 — Synchronisation d’état chaotique. AT = }3.1°; ¢ = 1.53.

controlé) confirment cette synchronisation.

4 Conclusion

Les résultats obtenus sur le controle d’instabilités thermoconvectives loin du seuil sont
significatifs et prometteurs: il existe & ’heure actuelle peu d’exemples d’un tel controle,
simple, mené sur un systeme expérimental. Les principaux enseignements a tirer de tels
résultats sont:

- La géométrie de la cuve cylindrique constitue un systeme adéquat pour étudier les
bifurcations successives d’un écoulement thermocapillaire, et les controler. L’écoulement
convergent est plus instable vis & vis des bifurcations secondaires, et fait apparaitre un
mode dominant différent de celui de la géométrie divergente.

- La nécessaire complexification de la loi de rétroaction lorsque € augmente (ajout de
termes non-linéaires, puis dérivatifs), est une premieére étape vers un controdle dit ’optimal’,
décrit théoriquement dans article précurseur de Ott, Grebogy et Yorke [10].

- Une synchronisation du chaos vers a été obtenue de la maniére suivante: en puisant
I’énergie des fluctuations du mode dominant instable, et en la réinjectant pour permettre
le développement d’un mode spatial différent, qui est plus stable.
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Résumé

Nous montrons qu’un effet de dérive peut induire une instabilité caractérisée par
des défauts spectro-temporels, dans les systemes présentant une structure localisée en
espace. Cet effet est observé numériquement et expérimentalement dans les lasers &
électrons libres de super-ACO (Orsay, France) et de UVSOR (Okazaki, Japon). Nous
considérons un modele élémentaire de diffusion-convection (Ginzburg- Landau avec
advection et une région supercritique localisée) qui reproduit ’apparition des défauts
spectro-temporels dus a la convection. Ceci suggere que la généralité du phénomene
dépasse celle des lasers impulsionnels.

1 Introduction

Les structures apparaissant dans un systeme spatiotemporel peuvent présenter un
effet de dérive lorsque la symétrie de réflexion est brisée. En augmentant le parameétre
v, controlant la vitesse de dérive, des phénomenes tels que les instabilités convectives
[1] et les structures entretenues par le bruit [2] peuvent apparaitre. Généralement ces
phénomenes sont étudiés dans des systemes spatiotemporels possédant un couplage local
(diffusion, dispersion) [3, 4, 5] et/ou une solution non localisée. Toutefois, il existe des
situations plus complexes lorsque la formation de I'onde est localisée dans une région de
Pespace et/ou lorsque le couplage est différent des cas typiques de diffusion et de dispersion
(e. g. couplage global). Ces situations apparaissent dans des contextes différents comme
en hydrodynamique [6], en physique des plasmas [7], en chimie [8], en optique [9, 10, 11]
ou en biologie [12].

Nous considérons l'effet de 'advection en présence d’une solution localisée, en nous
concentrant sur les premiers régimes qui apparaissent lorsque la vitesse de dérive augmente.
Dans un premier temps, le Laser a Electrons Libres (LEL) est étudié de fagon numérique
et expérimentale [13, 14]. Ceci va nous permettre de mettre en évidence la présence d’une
instabilité de dérive associée a des défauts dans I'espace de Fourier. Dans un deuxiéme
temps, le caractere dual de cette instabilité est aussi mis en évidence pour un modele de
type Ginzburg-Landau, montrant ainsi la généralité de ce type de comportement.

2 Défauts spectro-temporels observés dans les LEL

2.1 Modele en champ d’un LEL sur anneau de stockage

L’évolution de 'impulsion d’'un LEL basé sur un anneau de stockage [15, 16] obéit
aux équations de Haus [17, 18, 19, 10], utilisées couramment pour modéliser les lasers a
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Fi1c. 1 — a) Dispositif expérimental d’un LEL basé sur un anneau de stockage. L’onde est
constituée d’une impulsion optique (de quelques picosecondes de durée), qui effectue des
aller-retour entre deux miroirs My et Ms. A chaque passage, l'impulsion est amplifiée de
par linteraction avec le paquet d’électrons relativistes dans un klystron optique (KO). b)
Hllustration de l’approche utilisée pour la modélisation : le profil de l’enveloppe complexe du
champ e (0) est considéré a chaque passage, et prend en compte la limite continue n — T

blocage mode. Ce modele décrit, a chaque tour, I’évolution des enveloppes successives du
champ complexe e, (0), 0 étant la coordonnée longitudinale (temporelle) de I'impulsion
(cf. Figure 1). Le LEL sur anneau de stockage peut donc étre considéré comme un systéme
spatio-temporel pour lequel 6 et n représentent respectivement ’espace et le temps. En
passant & un temps continu n — 7' [17], et en tenant compte des particularités du gain
d’un tel systeme, I’évolution de e(6,T") obéit a I’équation sans dimension :

er +vep = —e+ g(T) f(0)(e + ego) + /& (1)

Le temps lent 7', associé au nombre de tours, est exprimé en temps de vie du champ
(de l'ordre de la microseconde). Le temps rapide 6, résolvant I'impulsion, est exprimé en
unité de t, = 7/ \/EAwg (échelle de temps sub-picoseconde) avec Awy la largeur spectrale
du gain. L’opérateur de diffusion est du a la largeur spectrale finie du gain. Le terme
de dérive vey provient du désaccord entre le temps d’aller retour de 'onde optique et la
période de passage des électrons dans la cavité optique. Le désaccord v est le parametre
de controle principal du systéme et peut prendre des valeurs positives ou négatives. f(0)
caractérise la forme du gain, due a la distribution longitudinale des électrons de largeur
rms op. L’effet de ’émission spontanée est pris en compte par le terme de bruit blanc
£(0,T) avec (€*(0',T)E(0,T)) = 6(0 — 0)5(T — T'). Le niveau de bruit est contrdlé par le
parametre 7. Le gain ¢g(T") dépends des caractéristiques de 'accélérateur et des éléments
d’insertion et il peut s’exprimer simplement de la fagon suivante [20, 21]:

A

9(T) = (1) &P [—(0*(T) —1)/2] (2)
0.2 L
Avec ‘;—T _ Ti <1 I /0 |e(9,T)\2d6?> (3)

Le gain dépend de la variable o liée & la saturation (désignée plus communément sous le
nom “chauffage du paquet”), qui est la dispersion en énergie normalisée & sa valeur lorsque
le laser est éteint. A est le gain maximum, normalisé aux pertes de la cavité optique, qui
doit étre supérieur a l'unité pour permettre au laser de démarrer. L’équation (3) traduit
la relaxation de o2 ainsi que son augmentation due au chauffage du paquet par le laser.
Le temps de relaxation T est donné par le temps d’amortissement synchrotron normalisé
au temps de vie des photons (T > 1). L est le taux de répétition en unité de t,.
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Fi1a. 2 — Solutions numériques du modéle du LEL (eq. 1-3) en fonction du paramétre de
dérive v. La premiére ligne (a, d, g, j) représente la forme de Uimpulsion |e(0,T)|* en
fonction du temps T'. L’évolution de la transformée de Fourier spatiale é(k,T') est illustrée
en dessous chaque régime : la deuzieme ligne et troisieme ligne représentent respectivement
Uamplitude |é(k,T)|? et la phase Arg[é(k,T)]. a,b,c) v =0, d,e,f) v=0.5, g, h, i ) v =0.7,
g, k, 1) v=3.4.

Dans la suite, nous utilisons des parametres typiques du LEL de Super-ACO: 1/Ts =
0.0047, oy, = 862, A = 4.5, t, = 80 fs, n = 107> et I'unité de T est de 120 ns.

La figure 2 présente les différents régimes observés lorsque le désaccord est augmenté.
Dans le cas d’un accord parfait ou proche de cet accord parfait, le laser présente une
impulsion unique (cf. Figure 3a). Au-dela d’un certain seuil de désaccord (v = £0.17),
on observe une bifurcation qui crée des sous-structures qui dérivent (cf. Figure 3d,g). Une
structure dérive lentement et est remplacée par une nouvelle. En augmentant le désaccord,
le nombre de sous-structures croit. Pour de grandes valeurs de désaccord, la solution est
une structure entretenue par le bruit (cf. Figure 3j), similaire & celle étudiée par Morgner
et Mitschke et par Geddes et al. dans le cas des laser a blocage de modes actif [9, 10].
Concentrons nous, a présent, sur les régimes apparaissant juste avant la premiere transition
afin de mettre en évidence le mécanisme de I'instabilité. L’intégration de ce modele de LEL
montre que l'instabilité de dérive, induit par le terme d’advection, est systématiquement
associé a I'apparition de défauts spectro-temporels. Ils sont caractérisés par des trous dans
lamplitude de la distribution |é(k,T")| (cf. Figure 3b,e,h k), associés a des singularités de
phase (cf. Figure 3c,f,i,]). La présence de cette instabilité semble expliquer le fait que le
LEL possede la plus fine largeur spectrale et la plus petite largeur d’impulsion a 'accord
parfait [22].

2.2 Observation expérimentale des défauts spectro-temporels

Afin de vérifier ces prédictions, nous avons réalisé une analyse spectro-temporelle sur
le LEL de Super-ACO a 350 nm. Les enregistrements dans I'espace direct de I'intensité
le(8,T)]? sont réalisés par une caméra & double balayage de fente (Hamamatsu C5680).
Les spectro-chronogrammes de |é(k,T)|? sont obtenus avec un étalon Fabry-Pérot, sur
lequel est focalisé le laser, suivi d’une barrette CCD (128 pixels, 33000 lignes/s). La figure
3 représente les images temporelles et spectrales pour quatre parametres typiques. Le
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F1G. 3 — a) Résultats expérimentaux obtenues sur le LEL de Super-ACO : a-d) Evolution
de la forme de l'impulsion |e(0,T)|* enregistré avec une caméra & double balayage de fente,
e-g) Evolution du spectre |é(k,T)|* associé auz figures b-d. a) cas de laccord parfait v ~ 0
pour lequel la fréquence de la cavité RF est vy, b, e) v =v9—0.5Hz, ¢, f) v =v9+1.5Hz,
d, g) v = vy + 3Hz. h-k) Spectrochronogrammes expérimentauz obtenus sur le LEL de
UVSOR pour différents paramétres de dérive.

désaccord est controlé par la fréquence de la cavité RF, servant a compenser les pertes
d’énergie par rayonnement synchrotron des électrons par tour.

La figure 3a montre une impulsion sansqq sous-structure autour de l'accord parfait
[23]. Lorsque le désaccord dépasse un certain seuil, on observe une transition qui mene
a la dérive des structures. Pour de plus grande valeur de désaccord, le LEL présente des
structures entretenues par le bruit. Quant aux spectro-chronogrammes, ils montrent des
trous d’intensité nulle comme il a été prédit par le modele.

Les résultats expérimentaux et numériques mettent en évidence que ce comportement
a un caractere dual :

— dans ’espace des intensités, il présente des dérives dues au terme d’advection,
— dans ’espace de Fourier, il présente des défauts.

Les figures 3(h-k) présentent des spectro-chronogrammes obtenus sur le LEL de UVSOR,
montrant ainsi la généralité de cette instabilité au sein du LEL.

3 Défauts spectro-temporels observés sur un modele de type
Ginzburg-Landau

Dans cette partie, nous allons étudier un modeéle de type Ginzburg-Landau réel avec
une dépendance spatiale parabolique “lente” du gain, ce qui assure l’existence d’une so-
lution localisée. On a considéré les cas d’une saturation du gain par un couplage local et
global :
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0 T 1000 0 T 1000

F1G. 4 — Intégration numérique des équations de Ginzburg-Landau avec une non uniformité
spatiale et un terme d’advection. a-c) cas du couplage global (S donné par l’eq. 6), v = 0.6,
e = 0.0012, R = 4. d-f) cas du couplage local (S donné par l’eq. 5), v = 0.6, ¢ = 0.01,
R =0.04. a, d) |e(z,T)|, b, ¢) |e(k,T)|, ¢, f) argle(k,T)].

er+ve, = e..+R(l—e2%)e— S+ Vg, (4)

avec S = |e|%e (5)
+oo

ouS = e/ le|2dz, (6)

et € < 1. La valeur de € a été variée afin de garder une largeur d’impulsion comparable &
celle du LEL. Ce modele a été intégré pour diverses valeurs des parametres de controle (v,
¢, R). On trouve que toutes les caractéristiques discutées précédemment sont reproduites
au-dela d’un certain seuil pour v (cf. Fig. 4).

4 Conclusion

Les systemes localisés avec advection peuvent présenter une instabilité caractérisée
par une instabilité de dérive dans I'espace direct et des défauts dans I’espace de Fourier. Les
instabilités apparaissent pour des vitesses d’advection bien plus basse que celles donnant
lieu & des structures entretenues par le bruit. Les expériences réalisées sur les LEL ont
mis en évidence la présence de trous dans les diagrammes spectro-temporels. Des études
préliminaires sur des équations de type Ginzburg-Landau montrent que ce phénomene
est susceptible d’affecter des systémes ayant une solution localisée par couplage global ou
local.
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Résumé

Nous étudions l'instabilité de Saffman-Taylor, aussi nommée digitation visqueuse,
dans de nouvelles conditions expérimentales ol I'inertie ne peut plus étre négligée.
Les forces d’inertie se rajoutent donc aux forces capillaires et visqueuses qui rentrent
classiquement en compte dans l'instabilité. Nous remarquons alors que, si 'inertie
est suffisante, il est possible d’obtenir un élargissement des doigts qui va a l'op-
posé de la décroissance classique. Nous nous sommes intéressés aux observations en
fonction de différents nombres caractéristiques. Une breve analyse théorique et les
résultats expérimentaux montrent notamment l'importance d’un nombre de Reynolds
modifié Re* comme parameétre caractéristique : ce nombre permet d’obtenir une nou-
velle courbe maitresse empirique.

Abstract

We study the Saffman-Taylor or viscous fingering instability in new experimental conditions, where
corrections due to inertia become important. In addition to capillary and viscous forces, inertia has
thus to be taken into account in the total force balance. We note that, if inertia is sufficiently
high, an inversion of the classical decrease of finger width with increasing velocity is obtained. We
investigate the finger width as function of different dimensionless parameters. A short theoretical
analysis together with our experimental results shows the importance of a modified Reynolds number
Re*: it allows for obtaining a new empirical master curve for high velocity.

1 Introduction

L’instabilité de Saffman-Taylor a été largement étudiée comme un systéme modele
pour la formation de motifs mais aussi comme facteur limitant pour la récupération du
pétrole [1, 2, 3]. L’instabilité se développe quand un fluide pousse un liquide plus visqueux
dans un fin canal ou cellule de Hele-Shaw. Il se forme alors un motif en forme de doigt.

Classiquement, la largeur du doigt formé résulte de la compétition entre deux types de
force : les forces capillaires qui tendent a élargir le doigt et les forces visqueuses qui tendent
a I’amincir. Pour une expérience donnée, la largeur du doigt est ainsi déterminée par le
nombre capillaire C'a. Dans la trés grande majorité des études, des huiles tres visqueuses
étant utilisées, les forces d’inertie peuvent en effet étre négligées.

Plus récemment, des études sur l'instabilité de Saffman Taylor ont été menées pour
des fluides complexes comme les solutions de polymeres [4, 5]. Ces solutions, a base d’eau,
ont des viscosités proches de 1 mPa.s et lors de ces expériences, il n’est alors plus possible
de négliger I'inertie & vitesse élevée. En parallele, des corrections a la loi de Darcy (qui
permet de décrire ’écoulement 2D dans la cellule de Hele-Shaw) ont été développées pour

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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prendre en compte l'inertie dans le cas de I'instabilité de Kelvin-Helmholtz [6, 7, 8]. Ces
nouveaux développements expérimentaux et théoriques nous ont donc conduits a envisager
I’étude précise de l'instabilité de digitation pour les fluides newtoniens dans cette limite
mal connue d’une inertie non négligeable.

Le papier est organisé de la maniere suivante. Dans la section 2 nous rappellerons les
équations de base de l'instabilité de Saffman-Taylor et les corrections a y apporter. Nous
verrons dans la section 3 le protocole expérimental employé. Les résultats expérimentaux
seront présentés dans la section 4. Nous conclurons par un résumé dans la section 5.

2 Théorie

2.1 Présentation de l’instabilité “classique” de Saffman-Taylor

Nous étudions l'instabilité de Saffman-Taylor dans un canal aux grands rapports
d’aspect ou cellule de Hele-Shaw (Fig. 1). La largeur W de la cellule est notamment
choisie grande par rapport a ’épaisseur b. La cellule est remplie d’un fluide visqueux qui
est ensuite poussé par de 'air. Les caractéristiques du fluide sont sa viscosité 7, sa tension
de surface «y et sa densité p. La viscosité et la densité de I'air sont négligées. Quand l'air

=
P L » =py)

=1

Fic. 1 — Schéma du montage expérimental.

pousse le fluide visqueux, l'interface est déstabilisée et, de maniere générale, un doigt de
largeur w et de vitesse U se forme.
L’écoulement est décrit a deux dimensions par le champ de vitesse u moyenné sur
I’épaisseur de la cellule. Les équations de base sont les suivantes :
b2
u=-—-———VY Ap=0. 1
12, VP p (1)
La premiere équation est la loi de Darcy et la seconde traduit I'incompressibilité du fluide.
Par ailleurs, les conditions a l'interface sont :
— le saut de pression qui vérifie 6p = /R ou R est le rayon de courbure,
— la continuité de la vitesse normale.
Pour caractériser la largeur des doigts, le parametre de contrdle 1/B, qui est un
nombre capillaire modifié, se déduit des équations 1 et des conditions a l'interface:

1/B =12 (%)2%:12 (%)QCCL. (2)

Quand la largeur relative des doigts est placée en fonction de 1/B, tous les points
expérimentaux se retrouvent sur une unique courbe maitresse, décroissante et qui tend
vers 1/2 a vitesse élevée.
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2.2 Introduction des effets d’inertie

Différents travaux sur 'instabilité de Kelvin-Helmholtz [6, 7, 8] mettent en évidence
une équation de Darcy modifiée prenant en compte les effets d’inertie :
12
pladmu + fu.Vu) = —Vp — b—277u, (3)
ou « et A different selon les travaux, mais restent de 'ordre de 1.

I1 est alors possible de construire, de maniere analogue a l'obtention de 1/B, deux
nouveaux nombres caractéristiques: un Reynolds modifié Re* et un Weber modifié We*.
Ils décrivent, a 1’échelle de la cellule, I'influence relative des forces d’inertie par rapport
aux forces visqueuses et par rapport aux forces capillaires respectivement :

L PUW W . boUb b
prm— prm— prm— prm— . 4
We S 2 We, Re ” Re (4)

3 Dispositif expérimental

Nous avons travaillé dans une cellule de Hele-Shaw linéaire et horizontale constituée
de deux plaques de verre séparées par un film de Mylar et serrées entre elles par des
serre-joints (Fig. 1). Nous avons ainsi pu travailler avec différentes épaisseurs (b = 0,25
a 1,45 mm) et largeur (W = 4 ou 8 cm) de cellule. Nous avons utilisé des huiles silicone
Rhodorsil 47V02, 47V05, 47V10, 47V20, 47V100 de viscosité mesurée 2,8 , 5, 10, 20 et
100 mPa.s. La tension de surface et la densité des huiles données par Rhodia Silicones sont
de: v =19,5 £1 mN/m et p = 0,93 £0,02 kg/L.

Les doigts, formés en appliquant un saut de pression constant entre I’entrée et la sortie
de la cellule, ont été enregistrés a ’aide d’une caméra CCD connectée a un ordinateur via
une carte d’acquisition National Instrument. Cela nous a permis de mesurer la largeur
relative des doigts A en fonction de leurs vitesses U. Pour chaque configuration (type de
fluide et géométrie de cellule) de 10 & 20 expériences ont été menées, nous permettant de
couvrir avec précision une grande étendue de vitesse.

4 Présentation des résultats: largeur relative des doigts

Nous allons, par la suite, nous intéresser a la largeur relative des doigts A en fonction
des différents parametres caractéristiques de notre systeme.

Notons auparavant que nous avons testé la loi de Darcy moyennée loin du doigt
V = —%VP, ol V est la vitesse moyennée et VP le gradient de pression, et que celle-ci
n’est pas modifiée par les effets d’inertie que nous allons observer par la suite.

4.1 Parametre de controle classique 1/B

Les figures 2 représentent la largeur relative des doigts en fonction du parametre
1/B pour différentes viscosités & géométrie fixée (Fig. 2a) et pour différentes géométries
de cellule avec un fluide donné (Fig. 2b). Nous observons que pour les faibles 1/B, la
largeur des doigts A décroit de maniere classique. Cependant, passée une certaine valeur
du parametre de contrdle 1/B. (qui varie selon les configurations) A\ augmente. Nous
relions cet effet surprenant aux “effets d’inertie” comme il apparalt pour des nombres
de Reynolds élevés. Nous observons ainsi que nos résultats expérimentaux dévient de la
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F1G. 2 — Largeur relative des doigts \ en fonction de 1/B a géométrie fixée (a) et pour un

fluide donné (b).

courbe classique de Saffman-Taylor par une phase d’augmentation de la largeur des doigts.
Cette augmentation intervient pour un parametre 1/B. d’autant plus petit que la viscosité
est faible, que I’épaisseur du canal est grande ou que sa largeur est faible.

Nous allons, dans la suite, étudier la largeur relative des doigts en fonction de nombres
caractéristiques faisant intervenir les forces d’inertie. Pour cela, nous nous concentrerons
uniquement sur une seule géométrie (W = 4 cm; b = 0,75 mm). Les résultats sont cepen-
dant identiques pour toutes nos données.

4.2 Nombre de Reynolds modifié Re*

La figure 3a présente les résultats en fonction du nombre de Reynolds modifié. Les
données semblent se placer sur une unique courbe en fonction de Re* = %pTUb. Les ob-
servations dans les autres configurations sont en accord avec l'existence de cette courbe
maitresse en fonction de Re*. Nous soulignons, notamment qu’il n’y a pas de tel collapse
de données si on considere simplement le nombre de Reynolds Re = etb,

4.3 Nombre de Weber modifié We*

La figure 3b présente les résultats en fonction du nombre de Weber modifié. Toutes
les courbes expérimentales semblent avoir un minimum commun aux alentours d’un Weber
modifié critique We} de l'ordre de 15. Considérant que We* = @ = %Re*.l/B, ce
résultat peut s’interpréter comme la séparation effective de deux cas limites:

— pour We* petit (We* < We}), nous avons l'instabilité de Saffman-Taylor classique
avec une décroissance de la largeur relative des doigts quand 1/B croit. Dans ce cas,
la largeur est déterminée par 'importance relative des forces capillaires et des forces
visqueuses, les forces capillaires tendant a élargir les doigts et les forces visqueuses
a les amincir.

— pour We* grand (We* > We’) nous avons une nouvelle courbe maitresse ou le pa-
rametre de controle est le Reynolds modifié Re*, la largeur des doigts augmentant
avec ce dernier. Dans cette région, la largeur des doigts s’expliquerait principalement
par la compétition entre forces visqueuses et forces d’inertie. Comme les forces vis-
queuses tendent a amincir les doigts, nous en déduisons que les forces d’inertie ont
pour effet un élargissement des doigts.
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Fi1a. 3 — Largeur relative des doigts \ en fonction de Re* (a) et de We* (b).

4.4 Extension a une courbe maitresse globale

La figure 3b semble présenter une symétrie en fonction de We*, ce qui nous a incité a
comparer la décroissance de la largeur des doigts A en fonction de 1/B avec la croissance
de X en fonction de Re* ou, plus précisément, avec sa décroissance en fonction de 1/Re*.

Définissons un nouveau parametre de controle 1/B’ prenant ce cross-over en compte :

1/B' =1/B <m> (5)

Il est tres simple de s’apercevoir que ce parametre tend vers 1/B pour des petits We* et
est proportionnel a 1/Re* pour des grands We*.

La figure 4a présente A fonction de 1/B’. De maniére surprenante, toutes les données
se placent sur une seule courbe qui, de plus, est identique a la courbe maitresse de Saffman-
Taylor. Pour s’en convaincre, il suffit, par exemple, de considérer le fluide le plus visqueux.

La figure 4b présente ’ensemble de nos résultats en fonction de 1/B et de 1/B'.
Notons qu’il ne s’agit plus seulement que de faire varier la viscosité du fluide mais aussi
la géométrie de la cellule: épaisseur et largeur. Nous observons ainsi que I’ensemble des
données se replace de maniere tres satisfaisante sur une unique courbe maitresse.
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Fic. 4 — (a) Largeur relative des doigts A en fonction de 1/B’. (b) Aper¢u de l’ensemble
de nos données, fonction de 1/B et 1/B’.

Nous pouvons, pour finir, nous interroger sur la structure de 1/B’. Elle pourrait en
effet s’interpréter par 'existence d’un parametre effectif comme une tension de surface
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modifiée de la forme ~yepp = v(1 + We*/We}) = v+ 55 pU?W qui prendrait alors en
compte les effets similaires sur la taille des doigts (i.e. leur élargissement) de la tension de

surface et de I'inertie.

5 Résumé et conclusion

Nous avons étudié, essentiellement a partir de ’expérience, les effets d’inertie dans
I'instabilité de Saffman-Taylor. Ces effets deviennent importants pour des fluides de faible
viscosité et des géométries de cellule a grande épaisseur et faible largeur. Pour ces confi-
gurations, on observe alors un élargissement possible des doigts a grande vitesse.

Nous avons introduit un nombre de Weber modifié We* permettant d’établir un
critere sur l'influence de ces effets.

Pour des We* grands (supérieurs a un We} estimé a 15), une augmentation de la lar-
geur des doigts A est ainsi observée avec des données se replagant sur une nouvelle courbe
maitresse en fonction d’un nombre de Reynolds modifié Re* caractérisant 1'influence re-
lative des forces visqueuses et des forces d’inertie. Il apparait également que les forces
d’inertie tendent a élargir les doigts.

Nous avons finalement montré que 'on peut définir empiriquement un nouveau pa-
rametre de controle 1/B’ qui permet de prendre en compte les corrections dues a 'inertie.
En placant nos données en fonction de ce nouveau parametre, nous obtenons une unique
courbe maitresse qui correspond, de plus, a la courbe classique de Saffman-Taylor.

En conclusion, nous avons caractérisé expérimentalement l'instabilité de digitation
pour les fluides newtoniens ayant une inertie non négligeable et nous avons montré empi-
riquement comment prendre ces corrections en compte.
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Résumé

Nous nous intéressons a l'influence des effets collectifs de la matiere granulaire
sur ses propriétés électriques. Appliquons une tension électrique constante aux bornes
d’une poudre métallique. Sous certaines conditions, ’évolution temporelle du courant
qui la traverse est alors tres bruitée [1, 2]. Nous montrons alors que ce bruit électrique
(fluctuations temporelles de courant) possede d’intéressantes propriétés d’invariance
d’échelle (sur 4 décades en temps) et d’intermittence, avec des similarités et des
différences avec la turbulence hydrodynamique [2]. Ces étonnants phénomeénes sont
reliés aux effets collectifs de la matiere granulaire.

1 Dispositif expérimental

Le milieu granulaire considéré est de la poudre de cuivre [3] constituée de grains quasi-
sphériques de diameétre de 1'ordre de 100 pum (Fig. 2a). Un échantillon (3.5 grammes) est
placé dans un cylindre de plexiglas, fermé par deux électrodes en laiton, le tout confiné dans
un bati en laiton (Fig. 1b). La hauteur de la poudre est d’environ 5 mm, correspondant
& 500000 particules environ. Une pression mécanique pouvant atteindre 200 kg/cm? est
appliquée a la poudre, que nous laissons relaxer pendant un jour, avant d’entreprendre les
mesures électriques.

- a A

F1G. 1 - (a) Photo de la poudre de cuivre au microscope. (b) Schéma de 'expérience.
Une tension électrique (U) est appliquée a ’échantillon et nous mesurons le courant

(I) le traversant ; sa résistance étant R = U/I. Deux fils peuvent étre introduits & l'intérieur
de la poudre pour vérifier que la résistance du massif n’est pas contrélée par l'interface

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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poudre - électrode. Avant chaque nouvelle expérience, I’échantillon est remplacé avec de
la poudre neuve. Cette procédure permet d’obtenir une meilleure reproductibilité qu’en
ramenant simplement la pression a zéro et en secouant la poudre.

2 Caractéristique électrique : transition isolant - conducteur

A force F fixée et a faible tension, la résistance de la poudre est élevée (Ro(F') ~ M),
du fait de la couche d’oxyde présente a la surface des particules. Lorsque U augmente, la
caractéristique R — U devient non linéaire (Fig. 2a). Au-dela d’une valeur critique U,, une
transition apparait de cet état quasi-isolant vers un état conducteur. Si U est maintenant
abaissée, la résistance de la poudre garde sa faible valeur!. La tension critique U, dépend
de la force appliquée a la poudre. Cependant, le seuil de transition correspond toujours a
la méme puissance dissipée P. = U2/Ry ~ 107*W quelle que soit la contrainte appliquée
(Fig. 2b). Ceci suggere que la transition provient d’une instabilité thermique.
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F1G. 2 — (a) Caractéristique résistance - tension pour de la poudre de cuivre soumise a
différentes forces, F. A faible tension, la résistance est élevée et de valeur Ry(F). Pour
chaque F, une transition de l’état isolant a conducteur apparait lorsque U = U.(F). Au
dela de U, la résistance est faible. (b) La transition a liew pour une puissance dissipée
pratiquement constante UE/RO ~107% W sur 4 décades en Ry.

3 Bruit et invariance d’échelle

Pour une tension appliquée telle que P < P, ’évolution temporelle du courant est
relativement stable. En revanche, si P > P,, le courant augmente brutalement (transition
étudiée au §2) puis il continue a croitre avec des fluctuations temporelles trés importantes.
Afin d’étudier ces fluctuations de courant, on le rend stationnaire en abaissant la tension
appliquée a la poudre. Ainsi, on ralentit la croissance du courant (la tendance s’inverse
méme en dessous d’une certaine tension) tout en conservant son caracteére tres bruité (voir
encarts Fig. 3). Les outils usuels du traitement du signal (analyse spectrale) et ceux plus

1. Cette transition de conduction irréversible semble similaire a ’effet Branly continu précédemment
étudié dans une chaine de billes [4].
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sophistiqués développés dans le cadre de la turbulence hydrodynamique peuvent alors étre
appliqués sur un tel bruit quasi-stationnaire dans ce systeme granulaire.

Les fluctuations de courant sont enregistrées a basse et a haute fréquence d’échantillon-
nage (respectivement a f, = 50 Hz et f;, = 330 kHz) pendant 18 jours et 1 heure respec-
tivement. La densité spectrale des fluctuations de courant est montrée sur la Fig. 3. Son
comportement en loi de puissance sur quatre décades en fréquence (0.1 Hz < f < 1 kHz) est
impressionnant. Cette invariance d’échelle est stoppée a basse fréquence par le temps de
diffusion typique d’une perturbation thermique & I'intérieur de I’échantillon, estimé a 10 s.
L’accord avec cet ordre de grandeur confirme la encore I'hypothese d’un phénomene activé
thermiquement. L’échantillon de poudre a aussi un comportement capacitif modélisé par
une capacité en parallele avec la résistance et ROw ~ 1 pour w ~ 10* Hz. On observe ainsi
une coupure du spectre a haute fréquence.
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Fi1G. 3 — Densité spectrale des fluctuations de courant électrique. L’invariance d’échelle est
observée sur 4 décades en fréquence. La droite en traits pointillés est de pente -1.2 cor-
respondant & f~52. Encarts: fluctuations typiques quasi-stationnaires du courant observées
pendant 3000s (encart a gauche) et 0.3s (encart a droite); R ~ 100 kQ et U ~ V.

Pour comprendre ’origine du bruit observé, deux modélisations différentes du com-
portement électrique de la poudre apparaissent : les fluctuations de courant sont soit en-
gendrées par ’analogue d’un générateur de courant placé en parallele avec une résistance
constante ; soit par la résistance méme de la poudre qui fluctue avec le temps. Dans le pre-
mier cas, 'amplitude des fluctuations ne devraient varier guere avec la tension appliquée a
I’échantillon tandis que dans le second cas, les fluctuations de courant provoquées par les
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variations de résistance doivent étre d’autant plus importantes que la tension est grande.
La mesure précédente de la densité spectrale de ces fluctuations est alors réitérée pour
diverses tensions appliquées. L’invariance d’échelle persiste et I’amplitude du spectre aug-
mente avec U (Fig. 4a). La figure 4b montre la proportionnalité entre la densité spectrale
des fluctuations et le carré de la tension appliquée. Cette observation valide le modele de
bruit de résistance: les fluctuations de courant observées sont provoquées par des varia-
tions de la résistance de la poudre au cours du temps.
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F1G. 4 — (a) Densités spectrales pour différentes tensions appliquées, U croit de bas en haut.
(b) Amplitudes des densités spectrales mesurées a la fréquence fy = 64Hz en fonction du
carré de la tension appliquée a la poudre. La droite en traits pointillés est de pente 1.

4 Interprétation du bruit

Comme montré au §2, la puissance dissipée dans la poudre est le parametre mo-
teur de la transition isolant - conducteur. On peut penser que I’échauffement local entre
grains change les propriétés électriques du contact, mais alors plusieurs centaines de degrés
doivent étre atteints [4]. La puissance dissipée a 1’échelle d’un grain est tellement faible qu’il
semble peu crédible qu’elle engendre des températures aussi élevées. Un autre mécanisme
possible pour expliquer ce bruit fait intervenir un processus collectif de dilatation ther-
mique des grains. La distribution des contacts dans la poudre est trés inhomogene ce qui
engendre aussi une distribution inhomogene des courants. Ainsi, ’échauffement local par
effet Joule devrait modifier le réseau tres inhomogene des forces au sein de la poudre. De
tres faibles dilatations thermiques des grains peuvent alors engendrer des changements
dramatiques des lignes de courant, et donc de la distribution de ces échauffements locaux,
et ainsi de suite. Ces dilatations peuvent intervenir a n’importe quelle échelle spatiale
(de la taille du grain a la taille totale de 1’échantillon) ce qui se traduit par un spectre
fréquentiel ne présentant aucun pic caractéristique et une invariance d’échelle.

5 Intermittence

Le bruit observé précédemment possede une distribution d’amplitudes essentielle-
ment gaussienne. Pour se rendre compte qu’il exibe des variations sur une large gamme
d’échelles de temps, il est plus pertinent d’étudier, en fonction d’un temps 7 de séparation,
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le comportement de 'incrément de courant dI, = I(t + 7) — I(¢). La figure 7a montre les
fonctions de densité de probabilité (PDF) de ces incréments de courant pour trois échelles
de temps testées. Notons d’abord que chaque PDF est symétrique. Les événements di-
minuant la résistance sont donc symétriques de ceux qui 'augmentent. Si on compare
maintenant ces trois PDF, on remarque que leur forme change avec 1’échelle de temps
T testée: ce phénomene est baptisé “intermittence”. A temps long, la distribution des
&I tend vers une gaussienne, alors qu’aux petits 7, la queue se déforme. Les événements
intenses (grandes valeurs de d1;) sont plus probables a petit temps qu’a temps long.
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F1G. 5 — Fonctions de densité de probabilité (PDF) des incréments de courant 01, (norma-
lisées par les écart-types o) pour différentes échelles de temps testées. La courbe en trait
plein représente la PDF de la gaussienne.

On définit la fonction de structure d’ordre n par: S, (1) =< [0[,— < §I. >]" >, ou
< . > représente une moyenne au cours du temps. Chaque PDF est centrée en zéro et nor-
malisée par son écart-type o = 1/S2(7). De plus, la distribution étant symétrique, la fonc-
tion de structure d’ordre 3, S3(7), est nulle. Pour caractériser I’évolution de I'intermittence
a travers les échelles, la fonction de structure d’ordre 4 est étudiée ou traditionnellement,
le coefficient d’applatissement (flatness) défini par Sy(7)/S2(7)2.

La Fig. 6 montre que la flatness est une loi de puissance de 1’échelle de temps testée 7.
L’explication est la suivante. Les fluctuations de courant ne présentant aucune fréquence
caractéristique dans la bande de 0.1 Hz - 1 kHz (Fig. 3.2), toutes les fonctions de structure
Sp(7) devraient étre des lois de puissance de 7. Les encarts de la Fig. 6 montrent qu’en
effet Sa(1) ~ 7% avec ay = 0.19 et S4(r) ~ 7 avec ay = 0.33; et ainsi pour la
flatness S4(7)/S2(7)? ~ 7¥472%2 Par ailleurs, le fait que ay # 22 est la signature de
I'intermittence, la forme des PDF change donc avec 7 (Fig. 7).
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Fi1G. 6 — Flatness en fonction de ’échelle de temps T testée. La droite en traits pointillés
est de pente correspondant & 7%, Encart a gauche: fonction de structure d’ordre 2, la
droite en traits pointillés est de pente ag = 0.19 (So ~ 7019). Encart a droite: fonction de
structure d’ordre 4, la droite en traits pointillés est de pente ayq = 0.33 (Sy ~ 7033).

6 Conclusion et perspectives

Un échantillon de poudre de cuivre comprimée présente une résistance électrique
élevée due a la couche d’oxyde présente sur les grains. Nous observons que ces caractéristi-
ques courant - tension sont non linéaires et une transition apparait vers un état conducteur
a relativement faible tension appliquée. L’évolution temporelle du courant a travers la
poudre est alors trés bruitée et le bruit possede d’intéressantes propriétés d’invariance
d’échelle et d’intermittence. La dissipation de la chaleur joue un réle essentiel dans ce
systeme. Un processus collectif de dilatation thermique créant et détruisant localement
des contacts permet d’expliquer le bruit observé dans ce milieu granulaire. Une étude plus
longue est en cours pour comprendre 1’origine physique de I'intermittence.
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Résumé

L’interaction entre deux vortex contrarotatifs conduit, a l’issue d’une instabilité
de Crow, a un processus de reconnexion. Nous présentons des résultats de simula-
tions numériques directes qui mettent en évidence ’effet du nombre de Reynolds sur
cette dynamique. Des quantités pertinentes sont calculées, en particulier un taux de
déformation lié & la courbure des vortex.

Abstract

The interaction between two counter-rotating vortices leads to a reconnection process after a Crow
instability phase. We present here direct numerical simulation results showing the influence of the
Reynolds number on this dynamics. Pertinent variables are computed, in particular a strain rate
arising from the vortex curvature.

1 Introduction

La compréhension des changements de topologie dans les écoulements, en parti-
culier de la reconnexion de vortex, est un point crucial de nombreuses études: com-
portements singuliers des équations de Navier—Stokes et d’Euler, dissipation [1, 2, 3].
Les processus de reconnexion sont également observés a grande échelle dans le contexte
aérodynamique : les tourbillons contrarotatifs de bout d’aile sont déformés par 'instabilité
de Crow. Lorsque 'amplitude des perturbations est suffisante, les deux vortex se recon-
nectent sous forme d’une série d’anneaux tourbillonnaires, potentiellement dangereuse. On
se propose d’étudier, par la simulation numérique directe, ce processus intrinsequement
visqueux (la reconnexion étant interdite dans le cadre non visqueux de Helmholtz), et d’en
tirer les mécanismes prépondérants dans le but d’'une modélisation ultérieure. On se situe
dans le sillage direct des travaux [1, 3, 4]. Cet article présente les premiers résultats dans
ce sens.

2 Simulations directes de la reconnexion

2.1 Code numérique et conditions initiales

Le code numérique utilisé integre les équations de Navier—Stokes par une méthode
pseudo-spectrale en formulation vitesse/vorticité, les champs étant développés sur une
base de Fourier dans les trois directions cartésiennes. L’avance en temps est effectuée par
un schéma explicite Adams—Bashforth du second ordre pour les termes non linéaires, les
termes visqueux étant intégrés exactement.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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Les conditions initiales sont constituées de deux vortex de Lamb—Oseen contrarotatifs
d’axe x, de circulations +I'y, espacés d’une distance Lg, de rayon ag, que ’on déforme en
leur superposant la perturbation définie plus loin. La vorticité € de ’écoulement initial
s’écrit comme la superposition de la vorticité des tourbillons rectilignes non perturbés:

r — Lo/2)* + 22 Lo/2)% + 22
Qb(y,z):—OQ[exp<—(y 0/2) +2z >_exp<_(y+ 0/2) +z >:|e:v
et d’une perturbation

OQB 392 b, ddy, p,do
w(z,y,z) = — <j: By 0y () + 6—y5z($)> e, + Qra(az)ey + Qxa(x)ez,

Cette derniere est obtenue en deux étapes: la composante axiale w, correspond a un petit
déplacement des vortex rectilignes de (40, (z),0.(z)) dans le plan yz, avec + (resp. —)
pour le tourbillon du demi-plan y > 0 (resp. y < 0). Les composantes w, et w, sont
adaptées de maniere a assurer que le champ de vorticité soit solénoidal. Le probleme
est adimensionné a l’aide de la longueur Lg et de la circulation I'g. Dans la suite, on fixe
ag/Lo = 0.2 et le seul parametre adimensionnel est alors le nombre de Reynolds Re = Ty /v
ou v désigne la viscosité cinématique du fluide. Comme dans [6], le domaine de calcul est
cubique, tri-périodique, sa taille est égale a la longueur d’onde du mode le plus instable de
I'instabilité de Crow (L, = L, = L, = 7.3). L’origine du repere est au centre du domaine.
On vérifie que la périodicité dans les directions transverses y et z n’influe pas sur la
dynamique rapportée ici. La déformation de ’axe des vortex (+d,(x),0,(x)) considérée est
une approximation du mode de Crow, et 'on choisit §,(x) = d.(x) = —Agcos(2mz/L,)
avec Ag = 0.05. Le plan d’approche maximale des tourbillons correspond a x = 0. Dans
la suite, les dates seront données en temps de retournement initial 79 = 47ra(2) /Ty = 1.579.

2.2 Effet du nombre de Reynolds

Les simulations ont été effectuées a différents nombres de Reynolds: Re = 500, 1000,
1500, 2000. Méme s’il n’y a pas de transition franche, deux comportements différents sont
observés. A haut nombre de Reynolds (e.g. Re = 1500, figure 1 gauche), la reconnexion
se produit en quelques temps de retournement. Entre deux anneaux consécutifs se forme
un pont de deux vortex contrarotatifs treés concentrés, mais qui se dissipe rapidement. En
revanche, a bas nombre de Reynolds (e.g. Re = 500, figure 1 droite), la reconnexion est
plus lente, le pont semble constitué de deux vortex de taille comparable a la taille intiale
ag, et persiste.

Pour Re = 1500, le maximum de vorticité dans le plan d’approche maximale x = 0
culmine vers ¢ = 15 (figure 2a), alors que I'extension latérale (suivant y) a, de chaque
vortex dans le pont est minimale (figure 2b). Ce phénomeéne n’est pas observé a Re = 500,
pour lequel la taille varie peu. Notons également que la vorticité dans le plan d’approche
maximale x = 0 en fin de simulation est plus faible pour Re = 1500 que pour Re = 500.
En effet, ce pont est dissipé, ce que 1'on observe sur la chute de vorticité (figure 2a entre
t =15 et t = 25) et également sur la courbe de dissipation globale (non représentée).

3 Champ de déformation 3D et mécanismes

Dans une premiere approche, considérons, a la maniere de [1] les taux de déformation
dans le plan d’approche maximale z = 0. Ces quantités contiennent le champ de dé-
formation 2D induit par le dip6le présent dans le plan x = 0 (figure 3). On observe



Reconnexion de vortex 63

F1G. 1 — Isosurface de la vorticité totale lors de la reconnexion a Re = 1500 (a gauche)
et a Re = 500 (a droite). Le niveau correspond & wmax/2 sauf pour Re = 500 ot il a été
sciemment pris plus faible de t = 12.7 a t = 25.3 pour rendre plus visible la pontification.

6 \\\?‘Re 1500/ \, | Be=30

Re == 500 T R \ N 005

Fia. 2 — (a) Vorticité mazimale pour Re = 1500 (courbes supérieures) et Re = 500
(courbes inférieures) dans le plan d’approche mazimale x = 0 (traits pleins) et © = £L, /2
(traits discontinus). (b) Extension latérale (suivanty) de chaque vortex dans le plan x =0
pour Re = 1500 et Re = 500.
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F1G. 3 - Taux de déformation axiale 4., transverse oy, et verticale 0. dans le plan x = 0
at = 12.7. Les courbes continues (resp. pointillés) correspondent aux valeurs postitives
(resp. négatives). L’emplacement approzimatif du dipéle est matérialisé par la courbe en
gras. Les isovaleurs s’étendent de —0.1 a 0.4 par pas de 0.1 pour o, de —1.5 4 2 par pas
de 0.5 pour oyy et de —2 a 1 par pas de 0.5 pour o,.

qu’a I'intérieur des vortex, la structure des champs oy, et 0., est loin d’étre uniforme et
de signe bien défini. En revanche, o,, est essentiellement positif et varie principalement
suivant la direction y joignant I'axe des vortex. Les grandeurs o,, et 0., ne semblent
pas appropriées dans un modele en termes d’interaction entre vorticité et déformation
extérieure due a la courbure, comme celui proposé par Saffman [4]. Pour remédier a ce
probléme, on définit le dipdle tangent en = = 0: dans ce plan, a tout instant, la vorticité
est purement axiale par symétrie, le vortex tangent est le vortex rectiligne d’axe = et de
méme champ de vorticité. On soustrait alors a chaque instant au champ de vorticité totale
le dipdle tangent en x = 0. Ceci permet d’'une part de préserver le caractere solénoidal
des champs et d’autre part de supprimer la déformation auto-induite. Le champ ainsi
défini est de vorticité nulle au voisinage du plan z = 0: I’écoulement y est tres proche d’un
écoulement potentiel. Cette opération n’a aucune incidence sur la composante o,,, ¢’est-a-
dire sur la déformation axiale. En revanche, les composantes o, et 0. sont modifiées et les
nouvelles grandeurs &, et .. font uniquement apparaitre I'effet global de la courbure des
vortex (figure 4). Contrairement a oy, 64, est du méme ordre de grandeur que o, d'une
topologie assez semblable, et essentiellement négatif, ce qui traduit une compression des
deux vortex 'un contre 'autre. En revanche, &,, est sensiblement plus faible : le processus
de la reconnexion est donc principalement bi-dimensionnel, dominé par un étirement axial
et une compression transverse trés intenses.

On peut quantifier les taux de déformation effectifs dans le plan x = 0 en effectuant
une moyenne spatiale autour du point de reconnexion. A linstar de [1], on calcule la
moyenne sur la droite z = y = 0, mais en utilisant les taux de déformation modifiés; si
zc(t) est la position du centroide d’un des vortex, et a.(t) le rayon de dispersion suivant z
de ce vortex, la moyenne est effectuée sur Uintervalle I, = [z. — a.,zc + a;].

a(t) = go- | 00(002) a2 8(0) = 5= [ 500.2) a2 9(0) = - [ 5.00.0)

2a., I. azJr, az Jr,

Notons qu’une autre moyenne pourrait étre calculée sur le domaine qui englobe le dipodle.
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Fia. 4 — Tauz de déformation modifiés &,y = oy — 022 et 6., = 0., — 022 (la contribution
vy vy yy 2z

du vortex tangent en x = 0 est retirée) dans le plan x = 0 a t = 12.7. Les isovaleurs
s’étendent de -0.4 a 0.05 par pas de 0.05 pour 64y et de -0.05 a 0.1 par pas de 0.05 pour

Oz

Pour Re = 1500 (figure 5a), o passe par un net maximum a ¢t = 13, avant que la vorticité
ne soit maximale a ¢t = 15. Pour Re = 500, le taux d’étirement est beaucoup plus faible,
varie sur des temps plus longs. Ceci est probablement a ’origine d’une reconnexion plus
lente et d’un pont de vortex de cceurs moins concentrés (figure 5b).
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Fia. 5 — Tauz de déformation o, B et v moyens en fonction du temps pour les simulations
de reconnexion a (a) Re = 1500 et (b) Re = 500.

4 Perspectives

Cette étude met en évidence l'importance de la déformation (étirement axial/com-
pression transverse), ce qui n’est pas nouveau, mais permet de la quantifier d’une maniere
plus efficace et convaincante qu’en considérant les taux de déformation totaux. Une étape
ultérieure consistera a simuler l'effet d’un étirement instationnaire 3D sur un dipéle 2D
avec les valeurs obtenues ici, et de comparer avec I’évolution de la vorticité dans le plan
de reconnexion.
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Résumé

Nous étudions l'orientation des cellules de croissance directionnelle lorsque la di-
rection du gradient thermique, la direction privilégiée par ’anisotropie du cristal et
la direction de poussée dans le gradient sont distinctes. L’expérience est réalisée dans
un échantillon en lame mince rempli d'un alliage dilué de succinonitrile et pour des
isothermes planes. Seules les deux premieres directions sont dans ce cas pertinentes.
La direction d’avancée des cellules se place alors entre celle du gradient et celle pri-
vilégiée par I'anisotropie, d’une maniere qui s’avere dépendante du nombre de Péclet
des cellules et de I'ouverture entre ces deux directions limites. Nous clarifions le cou-
plage entre ces variables, 'homothétie des réponses en orientation des cellules, leurs
transitions morphologiques et les relations respectives entre ces différents phénomenes.

1 Introduction

La solidification d’un matériau dans un gradient de température variable est le méca-
nisme dominant de production de la plupart des solides qui nous entourent. Son étude a
donné lieu a des configurations modeles pour lesquelles les champs physiques importants
ont été considérés, par souci de simplification, uniformes et paralleéles. Ainsi, la plupart
des montages expérimentaux de croissance réalisés en couche mince, de méme que les
travaux théoriques associés, se sont inscrits dans le cadre ou le gradient de température
G, la vitesse de croissance V par rapport aux isothermes et la direction privilégiée de
croissance a sous l'effet de I’anisotropie sont uniformes et paralléles & une méme direction :
G/V/a

Ces études modeles de croissance directionnelle ont considérablement accru la connais-
sance de la morphologie et de la dynamique des structures de croissance d’alliages binaires.
Sur cette base, il apparait maintenant utile de déterminer les spécificités que pourraient
entrainer, dans des conditions plus naturelles, les variations des trois champs de croissance :
G, V et a (Fig. 1).

Dans une premiere étape, I'expérience présentée ici se propose de conserver un gra-
dient de température G et une direction privilégiée de croissance a homogénes, tout en va-
riant leur direction par rapport a la vitesse V de poussée de I’échantillon: (V,G) = 0y # 0,
(V,a) = 91 7é 0.

Dans cette configuration, les isothermes sont planes, de sorte que la composante
tangentielle de la vitesse de poussée sur celles-ci se rapporte a une vitesse de glissement
du milieu en croissance le long des lignes d’iso-température (Fig. 1). Ce mouvement étant
sans effet physique, seule la composante normale V;, = V.G/G de la vitesse de poussée V
dans la direction du gradient G influera sur la croissance. Par simplicité pratique, nous
conserverons cependant dans la suite la direction de V comme axe de référence.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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L’objet de I’étude sera l'orientation et la stabilité des cellules de croissance pour
des directions (0y,01) quelconques, un gradient thermique G et une vitesse de poussée V
variable. En particulier, en notant # ’angle de la direction de croissance des cellules avec
la direction de référence V, nous chercherons a déterminer la réponse en orientation des
cellules 6 = ¢(60p,01,V,,A) aux inclinaisons du gradient thermique, 6y, ou de I’axe privilégié
de croissance, 1, aux variations de vitesse de poussée effective V;, = V.G/G et de largeur
cellulaire A (Fig. 1).

2 Configuration et méthode expérimentales

Usuellement, les expériences de solidification directionnelles sont menées pour 6y =
61 = 0 selon le dispositif classique introduit par Jackson et Hunt (Fig. 2a) [1]. Celui-ci est
constitué de deux fours de températures différentes, To > 17, distants de [, qui créent un
gradient G = (T» — T1)/l dans lequel un échantillon en lame mince est poussé a vitesse
V//G.

Direction de
croissance v
des cellules

i | Echantition_ |

[Bg=6] 4 @

Fic. 1 — Représentation des trois champs
de croissance G,V et a, ainsi que des angles
associés by, 01 et 6.

Fi1G. 2 — a) Schéma du dispositif usuel de
croissance directionnelle: (V,G) = 0. b)
Schéma du dispositif utilisé ici ou les fours

sont inclinés de 0y par rapport a la direction
de croissance: (V,G) = 6y # 0.

L’échantillon est rempli ici d’un alliage dilué de succinonitrile en couche mince (4cm x
15emx 50pum). La gamme de vitesse s’étend de 5um.s~! & 50pum.s~! et G vaut 140K.cm L.
L’angle 6, représente l'orientation d’un mono-grain sélectionné par tirage d’un germe
unique. Usuellement, ceci est réalisé selon ’axe de 1’échantillon, i.e. la direction V, de
sorte que #; = 0. Changer 61 revient ainsi a sélectionner un nouveau mono-grain dans
I’ensemble de I’échantillon, ce qui est long, délicat et source d’imprécisions. Il apparailt
donc préférable de conserver le méme grain, donc le méme 61, le plus souvent possible
et de varier plutot 'angle 6y en modifiant P'orientation des fours (Fig. 2b). Ceux-ci étant
usinés finement, ce changement angulaire peut étre accompli de maniére reproductible
a une grande précision et sans accumulation d’erreur. En pratique, I’angle 6, a pris les
valeurs suivantes sur les différents échantillons, 0.7°, 7.9°, 14°, 26.6°, 29.3°, 43.1°et 'angle
O a été modifié sur chacun par sauts de 5° a 10° sur une gamme de 0° & 45°.

L’angle 6 repere la direction de croissance des pointes de cellules par rapport a la
direction de référence V (Fig. 3a). Il est a noter qu’elle differe de la direction de 'axe des
sillons car ceux-ci sont soumis & un processus de refonte en aval des pointes. Pour mesurer
0, il convient de déterminer la position des pointes de cellules a chaque instant, puis de
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Fic. 3 — a) Image brute du front pour
0o = 29.9°, 6, = —0.7°, Oy = 30.6°, V =
30um.s~1. b) Trajectoire des pointes de cel-
lules dans un diagramme spatio-temporel de
leur mouvement. On remarque que, suite auz
refontes en aval des pointes, l’orientation des
sillons de dendrites en (a) différe de celle des
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Fic. 4 — a) Image du front pour 6y =
29.9°, 6, = —-0.7°, B = 30.6°, V =
10pm.s~t. b) Méme configuration mais pour
V = 50um.s~1. On note que pour de faibles
vitesse, les dendrites s’orientent selon 6
alors que pour des vitesses plus élevées, elles
s’inclinent selon 01. La largeur des images

lignes d’accumulation des trajectoires en (b). correspond a 1mm.

La largeur des images correspond a 1.2mm.

reconstituer leur trajectoire. Pour cela, les contours de 'interface sont extraits & intervalle
de temps régulier 7 d’un film de Uinterface, puis superposés aprés décalage constant d’une
quantité V.7 dans la direction de poussée V. On recompose ainsi le chemin suivi par les
pointes de cellules dans I’échantillon (Fig. 3b).

La direction de poussée par rapport a laquelle les angles 6y, 61 sont comptés étant
sans statut physique, seules les différences angulaires © =| 0 — 6, | et ©g =| 6y —0; | seront
pertinentes. Elles reviennent a prendre la direction privilégiée de croissance a comme
direction de référence pour la discussion physique.

3 Résultats expérimentaux

Lorsqu’on pousse, pour 8y # 0, ’échantillon au-dela de la vitesse critique de Mullins-
Sekerka [2], 'interface plane solide/liquide se déstabilise en un réseau de cellules asymétriques.
A plus haute vitesse, celles-ci émettent des branchements et deviennent dendritiques (Fig.
3, 4).

La gamme d’observations s’est étendue de ©g = 5.7° a 43.1°. Notons que, par raison
de symétrie du cristal, elle ne peut dépasser 45° sous peine d’induire la croissance du
branchement orthogonal pour lequel angle ©g, complémentaire du précédent, reviendrait
alors sous les 45°.

Pour Oy et A donnés, on constate, a faibles vitesses de poussée V', que les cellules
sont orientées selon une direction proche de la direction du gradient G (Fig. 4a). A plus
haute vitesse V', leur direction de croissance s’oriente sur une direction fixe asymptotique
a’ voisine de celle du grain a (Fig. 4b). La différence entre a’ et a, si elle existe, n’étant
pas mesurable, nous admettrons dans la suite que ces deux directions sont confondues. Le
méme type de comportement est observé en fixant ©g et V' et en augmentant la taille A des
cellules. Cette dualité est confirmée dans la figure 5 ou, pour chaque angle d’ouverture 0
entre G et a, les angles © se placent sur une méme courbe fonction du nombre de Péclet
Pe = AV,,/D. On retrouve en particulier les orientations limites: © = O, i.e. § = 0y, a
bas Pe et © =0, i.e. § = 01, a haut Pe.

L’angle d’ouverture ©g détermine donc la gamme de variation de I'orientation © des
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cellules. Pour investiguer les implications de la largeur de gamme O envers la forme de
la courbe de réponse en orientation ©(Pe), nous considérons la variation réduite © /0, en
fonction de Pe. Deux comportements sont observés. Pour Oy < 30°, une courbe de réponse
commune apparait en variable réduite (Fig. 6a): ceci montre que les courbes initiales
O(Pe) étaient homothétiques. Pour ©¢ > 30°, les courbes de réponse en variable réduite
restent distinctes (Fig. 6b): les formes mémes des courbes initiales sont donc différentes.
La synthese de ces comportements indique que la réponse en orientation © des cellules
est une fonction a deux variables © = g(Pe,0¢) qui est plus que linéaire en Oy comme le
souligne la figure 7. Elle ne peut donc pas en particulier étre & variables séparables car une
écriture sous la forme © = h(Og)k(Pe) conduirait, pour Pe = 0, a h(0g) = ¢(0,0¢) = Oy,
i.e. & une variation linéaire en ©g. La réponse en orientation du systéme met ainsi en jeu
un couplage entre le nombre de Péclet Pe et I’angle d’ouverture Oy = (a,G). De ce fait,
elle doit étre étudiée dans I’espace bidimensionnel (Pe,0y).

= 57 I I I = ggﬁ
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F1c. 5 — Evolution de © pour F1G. 6 — Evolution de ©/0¢ en fonction de Pe. On distingue
différents ©¢9 < 30°. Dans deuz régimes: a) O < 30°, le comportement est décrit par
la légende sont explicitées les 0/00 = f(Pe). b) ©g > 30°, le comportement est décrit par
valeurs de ©g. O = g(Pe,Oy).

La figure 6b montre par ailleurs une interruption des points expérimentaux a bas
Péclet pour ©p = 30°. Ceci correspond & une transition morphologique conduisant pour
les basses vitesses de croissance a des coupures de pointes répétitives réminiscentes de
la croissance en algues (Fig. 9a) [5]. Dans ce mode ”dégénéré” [5], la morphologie des
structures de croissance est évolutive et tres couplée a leurs voisines, ce qui interdit en
pratique la définition d’une direction stable de croissance. Pour des vitesses plus élevées, le
front retrouve cependant une structure dendritique (Fig. 9b). Le nombre de Péclet limite
Pe; de cette transition est reporté en fonction de ©¢ en figure 8. Il apparailt croissant au
dela d’un seuil proche de ©¢ = 30° et voisin de la valeur de ©g au dela de laquelle les
courbes ©/0¢(Pe) de la figure 6 ne sont plus superposables. Il est ainsi intéressant de
constater que la rupture d’homothétie des courbes de réponse en orientation des cellules
coincide avec la transition morphologique au mode dégénéré.

4 Discussion

Deux directions importantes orientent ainsi la croissance des cellules: la direction du
gradient thermique G et celle, a, de croissance privilégiée par anisotropie. La direction de
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' Pe ,[ | D

F1a. 7 — Représentation de la dérive pour Fia. 8 — Représentation de Pe; en fonc-

deux Pe fixzés: B Pe = 5, [0 Pe = 10. La tion de ©g. La ligne pointillée sépare deux

ligne oblique pleine (resp. pointillée) est un domaines d’existence: D mode dendritique

guide pour les yeuzr dans le régime © < 30° (carrés pleins), MD mode dégénéré. La ligne

pour Pe =5 (resp. Pe = 10). s’interrompt volontairement a Pe = 0.1, li-
mite de notre étude.

0,

F1G. 9 — a) Mode dégénéré pour 6y = 20°, 6; = 60.6°, Oy = 40.6°, V = 12um.s~'. b) Mode

dendritique pour V = 50pum.s~1 & autres conditions inchangées. La largeur des images correspond

a lmm.

croissance des cellules reste intermédiaire entre les deux selon une proportion réglée par
le nombre de Péclet Pe = V,,A/D.

Ce résultat corrobore, pour tout angle d’ouverture Oy, les conclusions d’une étude
expérimentale [3] effectuée aux deux angles Oy = 30° et 40° dans une configuration ou
G//V, ainsi que celles de deux études numériques effectuées a ©g = 17° et & ©¢ = 30° [3, 4].
La comparaison de ces deux courbes de réponse expérimentales 0(Pe,30°) et 0(Pe,40°) a
montré des asymptotes différentes & grand Pe (6 — Oy = 30° ou 40°), mais des pentes
a petit Pe identiques. Ceci indique que ces courbes ne sont pas homothétiques, ce que
confirme notre étude en I’étendant a tout angle g supérieur a 30°. La dépendance de
I’orientation des cellules a ’angle © a été par ailleurs investiguée par simulation numérique
a Péclet fixé & Pe = 2.925 [3]. Une tendance linéaire a été observée a faible O suivie
par une infléchissement notable. Cette observation de la loi ©(2.925,0() & Pe fixé ne
peut cependant préjuger de la loi générale ©(Pe,0q) et, notamment, de la validité d’'un
découplage des deux variables Pe et ©p dans certains domaines de parametres. Pour ce
faire, une étude bidimensionnelle dans I’espace (Pe,0q) est nécessaire.

En autorisant une variation aisée de l'angle entre le gradient G et la vitesse V,
Pexpérience présentée ici nous a permis d’investiguer un large domaine de I'espace (Pe,0y).
Ceci nous a conduit a conclure au découplage de I'influence des variables Pe et ©y aux
faibles ©g et a leur couplage au dela. En particulier, pour 0y < 30°, ©® = ©¢ g(Pe)
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alors que, pour ©g > 30°, cette séparation n’a pas cours. Pour préciser ce changement
de comportement, nous avons réalisé un ajustement des données expérimentales a une
famille de fonctions ©(Pe) décroissant entre 1 et 0: © = (14 aPe?)™!, les parametres a et
b étant fonction de ©g. Cet ajustement bidimensionnel conduit & un parametre b constant
mais a un parametre a constant jusqu’a ©g = 25° puis décroissant d’un facteur 3 jusqu’a
Op = 45°.

La non-linéarité de la réponse en orientation de la cellule se trouve ainsi principa-
lement contenue dans la fonction a(©g). Celle-ci constitue de ce fait un guide pour la
compréhension de 'orientation des cellules mais aussi un challenge de la prise en compte
couplée des phénomenes de transport et d’anisotropie en croissance directionnelle.

5 Conclusion

Nous avons étudié expérimentalement l’orientation n des cellules de croissance di-
rectionnelle en fonction des directions du gradient de température G, de la vitesse de
poussée V du milieu dans le gradient et de celle, a, privilégiée par I'anisotropie. Notre
méthode expérimentale nous a permis d’explorer I'espace (Pe,0¢) des nombres de Péclet
Pe = AV,,/D et des angles d’ouverture ©p = (a,G). Ceci nous a conduit a corroborer une
variation en Pe des orientations © = (a,n) de croissance des cellules, puis & démontrer un
découplage a bas ©g des influences respectives des variables Pe et O, suivi d’'un couplage
notable de ces variables au dela.

La compréhension de la non-linéarité de la réponse en orientation des cellules, et
donc de la forme de la relation ©(Pe,0p), s’avere un enjeu notable pour appréhender les
mécanismes influengant la croissance, qu’ils soient d’origine microscopique (anisotropie),
macroscopique (gradient thermique), ou couplés.
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Résumé

Les équations différentielles a retard tiennent compte de 'effet du passé dans la
prédiction du futur. Elles sont apparues dans différentes disciplines scientifiques (biolo-
gie des populations, contrdle mécanique, traffic urbain) et sont difficiles & résoudre. La
premiere bifurcation vers une solution périodique dans le temps est particulierement
importante pour les probleémes a retard car elle nous permet d’estimer les effets (sta-
bilisants ou déstabilisants) du retard. Trois problemes d’actualité seront analysés: les
vibrations induites par le retard lors de I'usinage de pieces mécaniques, les oscillations
lentes du taux d’échange en économie, et un phénomene d’accrochage de fréquence
pour un laser soumis & un feedback opto - électronique retardé.

Abstract

Delay differential equations take into account the effect of the past on the prediction of the future.
They appeared in different scientific disciplines (population biology, mechanical control, traffic flow)
but are difficult to solve. The first bifurcation to a time-periodic solution is particularly important
for delay problems because it allow us to estimate the (stabilizing or destabilizing) effects of the
delay. Three different problems of current interest will be analyzed: the mechanical vibrations in
machine tool chatter, the slow time oscillations of the exchange rate in economy, and a frequency
locking phenomenon for a laser subject to a delayed opto-electronic feedback.

1 Introduction

Apres la Premiére Guerre Mondiale, I'utilisation de systémes de controle a conduit a
étudier une classe completement différente d’équations appelées équations différentielles a
retard (EDR). N’importe quel systeme qui dispose d'un dispositif de controle est quasiment
stir de montrer des retards. Ces retards sont inévitables car un temps fini est nécessaire
pour détecter 'information et pour réagir a celle-ci. Le controle de robots mécaniques, par
exemple, dépend de plusieurs sources de retard. D’abord, il y a le temps d’échantillonnage
du contréleur digital (le temps entre les observations) qui est, en général, de l'ordre de
1072 4 1072 s. Ensuite, il y a le retard du signal dans le systéme de transmission. Il est de
I'ordre de 1076 & 1 s dépendant de la distance & parcourir. Les livres de Pinney (1958) [1]
et Driver (1977) [2] contiennent de nombreux exemples d’EDRs qui sont apparus dans la
littérature jusqu’aux années soixante. Les livres plus récents de Stépan (1989) [3], Fowler
(1997) [4], Epstein et Pojman (1998) [5], Murray (2002) [6], Fall et al (2002) [7] et Beuter et
al (2003) [8] explorent différents EDRs en mécanique, chimie et biologie. Toutes ces études
montrent que le retard conduit & des instabilités oscillantes (vibrations mécaniques, perte
de synchronisation, oscillations physiologiques). Enfin, les EDRs soulévent d’importantes
questions d’ordre mathématique revues par Hale et Verduyn Lunel (1993) [9] et Diekmann
et al (1995) [10].

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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L’intérét actuel de la communauté scientifique pour les EDRs n’est pas un hasard. Ce
sont les progres de nos ordinateurs et de nos techniques de simulation [11] qui ont permis
I’étude d’EDRs formulées bien auparavant mais qui étaient impossible de résoudre. De
nouveaux domaines de recherche ont également vu le jour ou des EDRs jouent un role
fondamental (optique nonlinéaire, trafic urbain, robotique). Par exemple, les lasers que
nous utilisons tous les jours (lecture code-bar au supermarché, lecture de CD, imprimante
laser) souffrent du feed-back optique. Une partie de la lumiere sortant d’un laser est
réfléchie sur la surface d’un disque ou d’une fibre optique et revient dans le laser. Au
temps ¢, le laser est alors soumis a sa propre lumiere émise au temps t — 7 (7 est le temps
de parcours laser — disque — laser). Méme si ’amplitude de ce feed-back optique est faible,
ce retard est la cause d’instabilités temporelles.

Un phénomene typique causé par le retard est 'apparition d’oscillations amorties
ou entretenues. Ces oscillations sont souvent indésirables parce qu’elles conduisent a des
vibrations a haute fréquence lors de 'usinage de pieces métalliques ou a des anomalies
rythmiques dans les systémes vivants. La bifurcation vers ces oscillations entretenues peut
prendre des formes tres variées que j’illustrerai en analysant trois problemes d’actualité.
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F1G. 1 — Diagramme des bifurcations représentant les mazima et minima des solutions stables
de 'Eq. (1). La bifurcation de Hopf est suivie par une bifurcation secondaire vers des oscillations
quasi-périodiques. La ligne brisée est la solution stationnaire de l’équation d’amplitude. Les valeurs
des paramétres sont a = 2.623 et b = (13m)2.

2 Bifurcations

Johnson et Moon [12] ont étudié expérimentalement un systéme électro-mécanique
dans le contexte général des vibrations mécaniques induites par un retard. Ils ont simulé
leurs expériences en étudiant numériquement 1’équation

y' +ay +b(y —y°) =cly —y/(t - 1)) (1)

oll a = 2.623, b = 17072 et c est le parametre de controle. Nous analysons les deux
premieres bifurcations en tenant compte de la valeur élevée de b [16]. Apres avoir introduit
T = /bt et un petit parameétre ¢ = b~1/4, nous recherchons une solution qui dépend
du "temps rapide” T et du "temps lent” ¢. La méthode des échelles mutiples [17, 18]
permet de déterminer une équation pour 'amplitude A de la solution périodique y =
A(t) exp(iT') + c.c. + O(e) ou c.c. signifie complexe conjugué. Ce qui est intéressant par
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Fi1G. 2 — Diagramme des bifurcations de l’équation d’amplitude (y = 2|A|). La ligne brisée est
la branche de solutions périodiques. Les bifurcations secondaire et tertiaire sont les enveloppes des
oscillations quasi-périodiques de la Figure 1.

rapport a un probleme de bifurcation de Hopf classique est le fait que cette équation est
elleeméme une EDR pour A(t). Elle peut étre étudiée analytiquement pour ses solutions
stationnaires (solutions périodioques du probléme original) et leur bifurcations de Hopf
(bifurcations vers des régimes quasi-périodiques a deux fréquences). La figure 1 montre que
la solution stationnaire de I’équation d’amplitude est en accord quantitatif avec la solution
numérique de '’Eq. (1). Notons également que la branche de solutions est tres raide pres du
point de bifurcation de Hopf. Il est possible de montrer a partir de la solution stationnaire
de I’équation d’amplitude que celle-ci varie comme (¢ — cH)l/ 4

Durant les trente dernieres années, des efforts ont été consacrés en économie pour
mieux décrire les oscillations du taux d’échange. Une équation a retard étudiée récemment
par Erdélyi [13] et P. Brunovsky et al [14] est de la forme

Y =aly—yt—1)—lyly) (2)

ou y représente la déviation du taux d’échange naturel (sans spéculations ou perturbations
aléatoires) et a > 0 est un parametre. Physiquement, la croissance exponentielle de y est
controlée en évaluant a chaque instant la différence entre y et y(t — 1). Il en résulte que la
solution nulle y = 0 est linéairement stable pour tout 'intervalle 0 < a < 1. Lorque a > 1,
la solution nulle est instable mais le terme nonlinéaire a un effet stabilisant. Il apparait
une bifurcation super-critique en ¢ = 1 vers une solution périodique de grande période et
de petite amplitude. Voir Figure 3. Ce n’est ni une bifurcation de Hopf ni une bifurcation
d’une orbite de période infinie. Une analyse de la solution pres de @ = 1 est possible et
indique que 'amplitude des oscillations croit comme a — 1 et que la période varie comme
(a—1)~Y2 [19]. 1l est possible de montrer que ce type de bifurcation ne dépend pas de la
nonlinéarité choisie mais s’applique a une classe de fonctions.

Des expériences sur un laser soumis a un feed-dback opto-électronique [15] ont révélé
des phénomenes d’accrochage de fréquence dans des régimes oscillants quasi-périodiques.
Nous associons ces phénomenes a I'existence de bifurcation de Hopf dégénérées. Le laser
est décrit par les équations (sans dimension) suivantes

o= —y+nyt—0)—eif(zy) (3)
y = (1+y)(z—ew) (4)
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F1c. 3 — Diagramme des bifurcations: la période devient infinie en a = 1 bien que 'amplitude des
oscillations approche zero. La ligne brisée est obtenue analytiquement.

ou Les variables x et y sont définis comme des déviations de I'inversion de population et
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F1G. 4 — Diagramme des bifurcations des maxima et minima des solutions stables. La figure montre
trois bifurcation de Hopf successives ainsi que leurs bifurcations secondaires. Les fléches indiquent
les régimes multi-périodiques. n = —0.4. Siey = €5 = 0, les domaines de solutions quasi-périodiques
précédants les régimes multi-périodiques disparaissent.

de l'intensité du champ électrique par rapport a une solution stationnaire non nulle. Les
parametres n = O(1) et § = (1) mesurent amplitude et le retard du feed-back optique.
Les termes —e1 f(,y) et —eoy sont petits comme 1072 et décrivent les pertes du laser. Le
diagramme des solutions stables est montré dans la Figure 4. Il montre des branches de
solutions multi-périodiques (plusieurs maxima et minima) entre des régimes d’oscillations
quasi-périodiques. Ces équations ont été étudiées lorsque n << 1 [20] mais les expériences
en [15] sont pour n = O(1). Dans ces conditions, nous pouvons négliger les termes multi-
pliant €1 et €2. Le probleme réduit admet des bifurcations de Hopf doublement dégénérées
caractérisés par deux fréquences commensurables. Ce type de bifurcation apparait rela-
tivement facilement dans les équations a retard [4]. Le diagramme des bifurcations a été
étudié analytiquement pour quelques unes de ces bifurcations dégénérées et explique com-
ment les solutions multi-périodiques émergent a partir de bifurcations secondaires [22]. Ce
qui est intéressant est le fait que les termes multipliant €1 et €2 jouent un role important
pres de ces bifurcation secondaires. Ce sont ces termes qui sont responsable des régimes
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quasi-périodiques au voisinnage des points de bifurcation secondaires. L’accrochage des
fréquence se produit qu’a une certaine distance de ces points.

3 Résumé

La bifurcation vers des solutions oscillantes d’EDRs peut prendre des formes tres
variées. Pour les probléemes mécaniques (équations d’oscillateur nonlinéaire avec retard)
comme celui décrit par I'Eq. (1), une bifurcation de Hopf est suivie par une bifurcation
secondaire vers des oscillations quasi-périodiques. Cette bifurcation secondaire résulte du
fait que le retard est important. Pour les oscillations quasi-périodiques de I'Eq. (1), les
deux fréquences sont Vb et 1.

Pour d’autres problemes comme celui décrit par 'Eq. (2), c’est le terme de controle
y(t) —y(t—1) qui est responsable d’une bifurcation particulere. Ce terme apparait souvent
dans les applications comme un moyen de stabiliser une solution stationnaire. Pour notre
probleme, une bifurcation est inévitable lorsque a > 1 mais celle-ci n’est pas dramatique
car les oscillations sont de faible amplitude et sont lentes.

Enfin, le probléeme laser décrit par les équations (3) et (4) révele 'importance des
bifurcations de Hopf dégénérées pour I’émergence de solutions multi-périodiques. Ce type
de bifurcation n’est pas rare pour les systemes décrits par des équations du second ordre
lorsque 'amplitude du feed-back retardé n’est pas petite.
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Interactions de similaritons optiques: du similariton au soliton noir
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Résumé

Nous abordons dans cet article les aspects théoriques et expérimentaux de la
génération et de la propagation d’une paire de similaritons optiques de méme fréquence
centrale. En raison de leur élargissement temporel progressif, les similaritons viennent
a se recouvrir durant leur propagation. Ce recouvrement donne naissance a un batte-
ment sinusoidal qui évolue adiabatiquement, en raison de la non-linéarité et du gain,
vers un train de solitons noirs.

Nous étudions les aspects théoriques et expérimentaux de la formation de solitons
noirs due a l'interaction de deux similaritons optiques. Les similaritons ont été générés
par amplification Raman dans une fibre a dispersion normale & la longueur d’onde
télécom de 1550 nm. Nous analysons également la dépendance de la période du train
de solitons noirs vis-a-vis de I’écart temporel entre les deux impulsions initiales et de
leur énergie initiale.

Abstract
We investigate both theoretically and experimentally the generation and propagation of a pair of
optical similaritons in a normally-dispersive Raman amplifier at telecommunication wavelengths.
Because of their progressive temporal broadening, similaritons overlap during their propagation.
We demonstrate here that a sinusoidal beating appears in the overlap region. Due to nonlinearity
and gain, the beating adiabatically evolves into a train of dark soliton pulses. The dependence of the
repetition rate of the soliton train versus the properties of the initial pair of pulses is also studied.

1 Introduction

La propagation et 'amplification d’une impulsion d’amplitude complexe v(t,z) dans
une fibre optique peut étre modélisée par I’équation de Schrodinger non-linéaire (ESNL)
avec gain, prenant en compte la dispersion d’ordre 2 (35, l'effet Kerr optique a travers le
coefficient non-linéaire v et un gain g constant longitudinalement et spectralement :

0P Py 0% 2, ;9
i === = — +i = 2. 1
Une analyse autosimilaire de cette équation a montré qu’en régime de dispersion
normale (33 positif), toute impulsion acquiert asymptotiquement un profil d’intensité pa-

rabolique et une dérive de fréquence linéaire et positive [1]. Une solution 1, est alors:

¢ o= F ) Gt < Tp(2) 5 wp(t)=0 sinon, (2)

1/3
avec  A,(z) = Ao egT, Ay == g Jimi , Ui = énergie initiale,

2\ Vv B2 /2

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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3 A2 29z
, (,pp(z):cpo+geg et Cp=

- 3)

Tp(2)

_ 6\/’752/2 Aoe% 9
g9 3 B2

De ces expressions, deux points peuvent étre soulignés [1]:
— Les amplitude et largeur temporelle de 'impulsion augmentent au fur et a mesure

de Pamplification. Les deux données évoluent dans un rapport constant, illustrant
une évolution parfaitement autosimilaire, d’ou le nom de similariton optique.

— Seule I’énergie de I'impulsion initiale U;,; joue un réle dans l'expression des ca-
ractéristiques de 1,,. Les autres parametres (amplitude, largeur ou forme) de I'im-
pulsion initiale n’interviennent pas.

2 Interaction de deux similaritons

2.1 Probléme étudié

Si la dynamique d’un similariton isolé est désormais bien cernée et a été mise a
profit dans la conception de nouveaux systémes [1, 2, 3], aucune étude n’a, a ce jour,
détaillé la génération et la propagation d’une paire de similaritons de méme fréquence
centrale. Nous considérons numériquement & partir de 1’équation (1) 1’évolution d’une
paire d’impulsions initiales de forme gaussienne d’une largeur a mi-hauteur de 5 ps pour
une énergie U;y; de 2.9 pJ. Ces impulsions séparées d’'une durée temporelle AT = 55ps
vont évoluer dans un amplificateur fonctionnant a 1550 nm avec un gain linéique supposé
constant g = 9.72 10~*m~!. Cet amplificateur est basé sur une fibre d’une longueur de 5.3
km & zéro de dispersion décalé, avec un parametre de dispersion 3 = 4.7 10 3ps®.m™!
et une non-linéarité v = 2.0 1073W-t.m=1,

La figure 1(a) décrit le profil d’intensité des impulsions a différentes distances de
propagation. A z = 3290m, les impulsions ont déja acquis le caractere parabolique des
similaritons. Puis, en raison de leur élargissement temporel progressif, le front descendant
de la premiére impulsion se recouvre et interagit fortement avec le front montant de la
seconde. Hors de la zone de recouvrement, on remarque que chaque impulsion évolue
indépendemment de 'autre.

2.2 Formation d’un battement sinusoidal

Durant la phase initiale de propagation, la nature quasiment bornée du similariton a
permis a chaque impulsion de ne pas étre affectée par la présence de sa voisine et d’acquérir
notamment le méme dérive de fréquence linéaire. Ainsi, puisque les deux impulsions sont
décalées temporellement, lorsqu’elles se recouvrent, a un instant donné, les fréquences
instantannées different d’une quantité constante. Il en résulte dans la zone centrale de
recouvrement un phénomene de battement sinusoidal en intensité de fréquence fs; = C’;ﬁT,
battement que I'on peut observer sur la figure 1(b).

2.3 Evolution vers la formation de solitons noirs

Le battement sinusoidal va alors évoluer adiabatiquement, en raison de la non-linéarité
et du gain, vers un train de solitons noirs. Un soliton noir ¢, d’une largeur temporelle
caractéristique Ty est une solution localisée a profil constant de 'ESNL en régime de
dispersion normale [4] et correspond & un profil d’intensité |¢,|? = % tanhQ(Tio)
associé a un saut de phase brutal de 7w lors du passage par le minimumode I'impulsion.
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Fi1c. 1 — (a) Evolution de la puissance de Uimpulsion pour différentes distances de propagation :
pour une impulsion seule (0) et pour une paire d’impulsions espacées de 55 ps (-) (b) Oscillations
obtenues dans la zone de recouvrement des impulsions aprés 4170 m (-), ajustement par une forme
sinusoidale(o) (c¢) Puissance et phase au centre de la zone de recouvrement aprés une distance de
propagation de 5300 m (-) ajustements par la forme caractéristique d’un soliton noir (o).

Nous constatons sur la Figure 1(c) que les impulsions obtenues sont en trés bon accord
avec les caractétistiques des solitons noirs. Le spectre des deux impulsions est représenté
figure 2(a). Remarquons la présence d’harmoniques dont I’écartement correspond bien a
la fréquence du train d’impulsions.

Pour une plus grande distance de propagation, la figure 2(b) montre que les solitons générés
ont acquis une vitesse relative par rapport au barycentre de la paire d’impulsions. Il ne
s’agit donc pas de solitons noirs parfaits dont la vitesse relative est théoriquement nulle.
Cela tient au fait que le battement initial dont ils sont issus met en jeu des impulsions ayant
localement des amplitudes différentes. Une conséquence directe est que plus on s’écarte du
barycentre, plus la vitesse relative des solitons va varier.

Nous constatons également que la largeur temporelle des solitons diminue adiabatiquement
pour s’adapter a I’augmentation progressive de la puissance. Ce comportement constitue
I'une des différences importantes par rapport a l'interaction de deux impulsions de profil
sech? dans une fibre & dispersion normale sans gain décrit par Rothenberg et al. [5] ot un
élargissement des solitons noirs générés a été observé. Précisons que, dans le cas décrit par
Rothenberg, le phénomeéne conduisant au recouvrement des impulsions était tres éloigné
de I'évolution autosimilaire d’un similariton. Les phénomeénes mis en jeu étaient alors la
modification profonde de la forme de chaque impulsion et 1’élargissement temporel dus au
”wave-breaking” optique.

3 Modélisation de ’amplificateur Raman

Nous utilisons expérimentalement Pamplification Raman pour générer le gain [6].
L’équation(1), supposant un gain constant, est un modele approché. Ainsi, pour modéliser
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Fi1ac. 2 — (a) Spectre aprés 5.8 km de propagation pour une impulsion (= gris) et pour une paire
d’impulsions (-) (b) Evolution du profil d’intensité des impulsions suivant la distance de propaga-
tion. Pour chaque distance, l'intensité mazximale est normalisée a 1.

avec précision la propagation de la paire d’impulsions, nous avons résolu numériquement
I’ESNL sous sa forme généralisée [7], avec R(t) la réponse de la silice:

2 3
ig—f——i%—i— %%TZ}—F %%%—’y[%———}w/ R(t") |y(2 t’)]th’, (4)

La dispersion d’ordre 3 3 = 1.09 10 *ps3.m™! ainsi que les pertes linéiques sont
également incluses. Ce modele prend intrinsequement en compte la dépendance fréquentielle
du gain Raman ainsi que les phénomenes d’atténuation de la pompe lors de la propagation.

¥ (z,t) est la superposition des champs signal s constitué de la paire d’impulsions,
et du champ pompe 7, a l'origine du gain Raman. Les impulsions initiales a 1550 nm
1s(0,t) correspondent aux caractéristiques expérimentales des impulsions délivrées par
notre source laser picoseconde. La pompe 1, est une onde continue d’une puissance de 1.3
W délivrée par un laser Raman fonctionnant a 1455 nm.
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Fi1G. 3 — (a) Partie centrale de la zone de recouvrement : profil de puissance temporel et de phase
des impulsions aprés 5.3 km de propagation (-). Ajustement par la forme d’un soliton noir (o) (b)
Spectre de la paire d’impulsions apres interaction.

Nous constatons sur la figure 3 que la modélisation réaliste des phénomenes physiques
n’affecte pas le processus de formation des solitons noirs: les profils temporel et spectral
ont des caractéristiques similaires a celles évoquées dans la partie précédente.
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4 Résultats expérimentaux

Le dispositif expérimental de génération de similaritons est présenté figure 4(a). L’am-
plificateur Raman, pompé dans une configuration contraprogagative, repose sur des dispo-
sitifs commerciaux, adaptés a une utilisation aux longueurs d’ondes des télécommunications
optiques. Un dispositif de caractérisation spectro-temporelle basée sur une autocorrélation
résolue en fréquence de type FROG [8] permet de déterminer expérimentalement les profils
d’intensité et de dérive de fréquence (chirp) des impulsions d’entrée et de sortie de ’ampli.

Les résultats de la caractérisation FROG dans le cas de I'amplification d’une im-
pulsion isolée sont présentés figure 4(b). La nature de similariton optique est attestée
par la qualité des ajustements des profils expérimentaux d’intensité et de chirp par des
formes respectivement paraboliques et linéaires. Notons également ’excellent accord avec
les résultats issus des simulations numériques.
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(@) : (b)
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INEEREET
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impulsions initiales
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F1G. 4 — (a) Dispositif expérimental de génération de similaritons optiques (b) Profil de puissance
et de chirp de Uimpulsion aprés 5.3 km de propagation : résultats expérimentauz (o), résultats de
simulations numériques (..), ajustements respectivement par une forme parabolique et linéaire (-
gris) ; profil d’intensité de 'impulsion initiale (x10) ().

Pour caractériser expérimentalement l'interaction entre similaritons, la technique
FROG se révele inadaptée. Nous avons alors utilisé deux autres signaux a notre disposi-
tion : 'autocorrélation en intensité et le spectre qui sont représentés figure 5. Le bon accord
entre données expérimentales et simulations numériques permet de conclure a la mise en
évidence expérimentale de 'interaction de similaritons par la génération de solitons noirs.
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FiGc. 5 — (a) partie centrale du signal d’autocorrélation de linteraction de deux similaritons :
données expérimentales (o), simulations numériques (-), ajustement par une forme sinusoidale
(..) (b) Spectre expérimental aprés 5,3 km de propagation (4 comparer au spectre figure 3(b)).
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5 Influence des parametres de la paire d’impulsions

Nous avons déterminé expérimentalement I'influence des parametres AT et Uy, (écart
temporel et énergie initiale des impulsions) sur la fréquence f, du train de solitons noirs
généré par interaction de deux similaritons.

La figure 5(a) montre que f, varie linéairement avec AT, évolution en accord avec
les résultats numériques. Ce comportement est consistant avec le raisonnement tenu pa-
ragraphe 2.2 ou l'on avait avant montré que f; = Cg—ﬁT. En jouant sur la séparation
temporelle des deux impulsions initiales, nous pouvons donc ajuster de maniere simple le
taux de répétition du train de solitons noirs.

Vis-a-vis de Ujp,;, la figure 5(b) montre une assez faible dépendance de f,, ce qui
concorde avec les propriétés des similaritons optiques et en particulier I'indépendance de
leur chirp vis-a-vis de I’énergie initiale [1].

06 1 1 1 1 1 1 1 1
0.6 1 5 -
(o & T
B 1 o
g 0.4f °© o 0
= 0.4F - i |
- L ]
b 02k (b) 4 O données expérimentales
0.2f - ’
B i — simulations numériques
C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
45 50 55 60 65 70 9.8 22 2.6 3 3.4
Séparation temporelle initiale AT (ps) Energie initiale par impulsion U, (pJ)

F1G. 6 — Evolution de la fréquence f, du train de solitons noirs suivant AT (a) et Uin; (D).
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Résumé

Nous expérimentons et analysons un systeme chimiomécanique constitué d’une
réaction a autocatalyse acide et d’un gel pH-sensible qui gonfle & pH élevé et s’effondre
a pH faible. Dans un environnement chimique uniforme et constant le gel présente de
la bistabilité entre un état gonflé et un état effondré, des ondes de contraction sans
amortissement et des oscillations spatio-temporelles complexes. Nous démontrons que
ces instabilités dynamiques résultent des modifications de la taille du gel en réponse
a la composition chimique dans le cylindre de gel. Ces experiences nous conduisent a
proposer une nouvelle voie pour la formation de motifs dans des systémes déformables,
alimentés en energie chimique.

Abstract

We experimentally examine and analyze a chemomechamical system in which an acid auto-
catalytic reaction interacts with a pH-responsive gel that swells at high pH or shrinks at low pH.
The reaction, the chlorite-tetrathionate reaction, which exhibits bistability in an open stirred tank
reactor is operated in cylindrical soft pH-responsive hydrogel. We show that, the observed dynamical
instabilities are a direct consequence of the system size changes with the chemical composition inside
the cylinder of gel.

1 Introduction

L’étude des systemes de réaction-diffusion a beaucoup contribué a la compréhension
des dynamiques non-linéaires [1, 2]. L’utilisation de réacteurs continuement alimentés en
réactifs frais, dits CSTRs (Continuous-Stirred-Tank-Reactors), permet de maintenir les
systemes chimiques homogenes dans des conditions constantes de non équilibre. Pour
I’étude des structures de réaction-diffusion, on utilise le plus souvent des réacteurs spatiaux
ouverts alimentés par une face (ou OSFR pour One-Side-Fed-Reactors): ils sont constitués
d’une piéce d’hydrogel mise au contact avec le contenu d’'un CSTR. Le role du gel est
de permettre le développement de motifs spatiaux de réaction-diffusion tout en éliminant
les mouvements convectifs du mélange réactionnel. Habituellement, les gels utilisés sont
chimiquement inertes et conservent une géométrie constante.

Dans les systemes confinés la géométrie et la taille du systéme jouent un réle fonda-
mental dans les mécanismes de formation et de sélection de motifs. En outre, 'effet de
la déformation des tissus biologiques sur la morphogénese semble maintenant bien établi.
Malgré cela, tres peu d’études de couplage interactifs entre changements de taille ou de
géométrie et les processus de réaction-diffusion ont été développés.

Les gels considérés ici sont des hydrogels de polymeres. Le polymere forme un réseau
tridimensionnel imbibé d’une solution aqueuse. Lorsqu’il est en contact avec un exces
de solution, le gel change de volume de fagcon a maintenir 1’équilibre entre la pression
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osmotique et la tension élastique du réseau. Dans certains cas, la pression osmotique et/ou
les propriétés élastiques du réseau dépendent de la composition chimique de la solution,
et en particulier du pH [3].

Des oscillations de volume ont été obtenues en immergeant simplement des morceaux
de gel sensibles au pH dans une réaction a pH oscillant [4]. De méme, en localisant un
catalyseur de la célebre réaction de Belousov-Zabothinsky sur le réseau du gel, il est
également possible d’obtenir de petites oscillations de volume, en réponse au changement
de degré d’oxydation du catalyseur, tout en maintenant les concentrations au bord du gel
constantes [5]. Dans ces deux cas, les déformations du gel sont asservies a la dynamique
chimique et n’interviennent pas dans le mécanisme de l'instabilité. Plus récemment, des
études théoriques ont montré que les déformations du gel peuvent jouer un role actif dans
le développement d’instabilités temporelles [6, 7]. Ici, nous avons étudié expérimentalement
les instabilités chimiomécaniques qui résultent du couplage entre un gel pH sensible et une
réaction chimique a autocatalyse acide.

2 Couplage d’un gel pH-sensible avec la réaction CT

La réaction utilisée, la réaction Chlorite(ClO; )/ Tetrathionate( S4OZ ), est une réaction
d’oxydo-réduction a autocatalyse acide [8]. Elle a souvent été employée pour étudier la
dynamique de fronts de réaction-diffusion. Bien que son mécanisme cinétique soit encore
mal connu, son comportement cinétique peut étre convenablement décrit par la relation
stoechiométrique : 7C105 + 25,03 + 6HO — 7C1~ + 8805~ + 12H* associée 4 la loi de
vitesse :

1 d[ClO5]
e

Pour tenir compte des grandes variations de pH observées dans nos expériences (typi-
quement entre pH=2 et pH=10), il est nécessaire de considérer également les équilibres
acido-basiques rapides: HoO = OH™ 4+ H' et H,SO4 = HSO; + H*.

Les réactions autocatalytiques donnent généralement de la bistabilité entre deux
branches d’états stationnaires en CSTR. L’une des branches correspond a des états chi-
miques de faible degré d’avancement, i.e. avec une composition tres proche de celle du flux
d’alimentation, on les qualifie de “non réagis” ; tandis que ’autre correspond a des états
dits “réagis”, avec un état d’avancement quasi total de la réaction. Pour les expériences
en OSFR, le gel est généralement alimenté par échange diffusif avec un CSTR maintenu
sur la branche d’états non réagis. Il a été établi récemment que les systéemes bistables en
CSTR donnent également de la bistabilité en OSFR : on parle alors de bistabilité spatiale
[9, 10]. Dans le cas de CT [11], lorsque le CSTR est maintenu dans ’état non réagi (avec un
pH de l'ordre de 10), deux types d’états stationnaires peuvent étre observés. (i) Soit le gel
reste completement basique. Cette situation se produit lorsque le temps de renouvellement
des réactifs dans le gel est plus bref que le temps des processus chimiques dans le gel. (ii)
Soit le gel devient essentiellement acide (pH ~ 2), a ’exception d’une fine couche limite
localisée pres de la surface du gel. Ceci correspond au cas ou le temps de renouvellement
des réactifs dans le gel est plus long que le temps de réaction. En raison du caractere
autocatalytique de la réaction les zones acides et basiques du gel sont reliées par un front
de pH tres raide. Ces deux états sont simultannément stables dans un large domaine de
parameétres, qui s’étend jusqu’aux plus petites valeurs de [OH™]o, c’est-a-dire jusqu’a la
limite [OH~]4™ de stabilité de la branche d’états non réagis du CSTR.

= k[C105][S4027][H)?
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Nous utilisons ici un hydrogel composé de N-isopropylacrylamide et d’acide acry-
lique, réticulé par du N,N-méthylene bisacrylamide [3]. La sensibilité au pH provient de
la présence des monomeres acides acryliques, qui sont chargés pour des valeurs de pH
supérieures au pK, du polymere (pK, ~4,8) et neutres pour des valeurs inférieures. Ainsi,
a pH=10 le gel est chargé et gonflé sous l'effet de la forte pression osmotique exercée par
les contres ions. Inversement, a pH=2, le gel est non chargé et posseéde un caractere hydro-
phobe. L’état d’équilibre du gel est alors un état effondré faiblement hydraté, et d’aspect
turbide.

Dans les OSFR traditionnels, des gels chimiquements inertes sont utilisés et toutes
les faces, sauf une, sont plaquées contre des parois du réacteur, mais ces contraintes sont
incompatibles avec d’éventuels changements de volume. Pour I'étude de gels chimiosen-
sibles alimentés, nous utilisons un CSTR dans lequel un cylindre (ou éventuellement un
cone) de gel est suspendu par 'une de ses extémités (Fig. 1). Le réacteur est congu de
fagon a ce que le fluide soit rapidement renouvellé a la surface du gel et qu’il soit maintenu
en position dans le champs d’observation d’une caméra vidéo.

pH évacuation du trop plein

gel

enregistrement vidéo
-+

écran noir

L “———— alimentation

agitation

Fi1Gc. 1 — Schéma du réacteur utilisé pour ’étude des instabilités chimiomécaniques.

Des cylindres de gels sensibles au pH mesurant typiquement 3 cm de long et 1-3mm de
diametre sont suspendus dans le réacteur. Celui-ci est continuement alimenté par un flux
de réactifs (chlorite, tétrathionate et hydroxyde) prémélangés juste avant leur injection
dans le réacteur. Le seul parametre de controle utilisé est la concentration [OH™ ]y dans
le flux entrant, les autres concentrations, la température, et le flux total étant maintenus
constants. Les valeurs de parametres étudiées sont toujours supérieures a la limite de
stabilité de I’état non réagi dans le CSTR, ([OH™]4™), de fagon & ce que le gel soit alimenté
en réactifs frais, a un pH de 'odre de 10. Le volume du réacteur étant tres supérieur a
celui du gel (environ x 40), la limite de stabilité du réacteur reste quasiment insensible a
la présence du gel.

2.1 Etats asymptotiques du gel

Lorsque I’état initial du gel est basique ou neutre le gel reste dans un état stable,
clair et gonflé quelle que soit la valeur de [OH™]y. Si une perturbation acide est appliquée
a 'une ou 'autre des extrémités du gel, la dynamique de relaxation de la perturbation et
létat asymptotique atteints par le gel dépendent de la valeur de [OH™]y.

Pour des valeurs légerement supérieures a [OH*}gm, I'extrémité perturbée du gel
passe dans un état effondré, qui se propage ensuite dans 1’état gonflé pour finalement
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zone effondrée

F1G. 2 — Pulse acide et onde de contraction associée (photo et schéma de principe). Dans
ce cas, l'onde se propage vers la droite. La zone acide (en gris clair sur la photo) est
visualisée grace a un indicateur de pH. La zone turbide associée a la contraction du gel
(zone conique plus sombre avec reflets brillants dans la photo) suit le contour a larriére
de la zone acide. Le diametre initial du gel est de [’ordre de 2 mm.

envahir tout le cylindre. Le gel reste ensuite dans cet état effondré, caractérisé par un
coeur turbide et un aspect irrégulier. Cet état effondré perd sa stabilité au-dela d’une
valeur seuil de [OH™]o. Le gel repasse alors dans ’état gonflé completement transparent.
Si une nouvelle perturbation acide est appliquée, le gel se contracte localement en formant
un étranglement accompagné d’une zone de turbidité, qui se propage dans le cylindre
(Fig.2). Apres le passage de cette onde le gel regonfle, puis se maintient dans ’état gonflé
transparent. L’effondrement du gel au niveau de 1’étranglement peut atteindre environ
50% du diametre initial. Nous avons constaté que la contraction du gel s’opere d’abord
a proximité de la surface du gel, puis s’étend vers le centre. En effet, méme si la bascule
vers ’état acide commence au coeur du gel, 'effondrement du gel implique 'expulsion
d’une partie de la solution, ce qui a lieu plus rapidement pres du bord. L’observation de la
propagation de ces ondes d’effondrement est possible dans un domaine de parametres plus
ou moins étendu selon le diametre initial du gel et sa composition en monomere d’acide
acrylique. Ces ondes possedent les caractéristiques dynamiques d’ondes d’excitabilité. Aux
plus hautes valeurs de [OH ]y, le gel perd son caractére excitable et les perturbations
acides s’amortissent rapidement sans contraction significative. En outre, dans un domaine
de parametres tres étroit entre le domaine excitable et le domaine de stabilité de ’état
effondré, des oscillations spatio-temporelles de volume peuvent étre observées (Fig.3).

Fia. 3 — Oscillations spatio-temporelles. Le diamétre du gel mesure approximativement
0.7mm dans les parties effondrées et 1.2mm dans les parties gonfiées. Les clichés sont
pris a 0,20,87,55,95 et 120 minutes environ.

Cette séquence d’états du gel est observée, avec des variations dans la valeur des
bornes des différents domaines, pour des gels composés de différentes quantités d’acide
acrylique, et préparés dans des moules de diametres variables.
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3 Meécanisme de l’instabilité chimiomécanique

Nous avons récemment mis en évidence expérimentalement et numériquement, qu’en
OSFR la réaction CT peut développer une instabilité oscillante, dii & un mécanisme d’ac-
tivation & longue portée [12, 13]. En effet, les protons, qui sont I’espece activatrice de la
réaction, diffusent plus rapidement que les autres especes chimiques en présence. Cepen-
dant, en présence d’une concentration suffisante en polycarboxylate, 'instabilité oscillante
se trouve inhibée, car les polycarboxylates sont des especes essentiellement immobiles qui
se comportent comme des “pieges” a protons, réduisant significativement la diffusion ef-
fective des protons [14].

Les gels pH-sensibles utilisés ici, comportent une proportion importante de fonctions
carboxylates, ce qui leur confere leur sensibilité au pH. En conséquence, I'instabilité oscil-
lante de réaction-diffusion est rendue inopérante dans nos expériences.

Nous proposons le mécanisme chimiomécanique suivant fondé sur la destabilisation
de I’état acide du gel sous leffet de la contraction (Fig. 4). Considérons un disque de gel
correspondant & une section du cylindre, initialement dans 1’état basique et gonflé (point
0). Si une perturbation acide suffisamment importante est appliquée a ce cylindre (0%), le
gel peut basculer vers 1’état réagi du bistable (point 1). Il commence alors & se contrac-
ter lentement (vers 2). Si 'amplitude de la contraction est suffisamment importante, le
systeme va franchir la limite de stabilité de ’état réagi et basculer vers ’état non-réagi.
Cette bascule est plus lente que la précédente et est accompagnée d’un certain gonflement
(point 3). Le gonflement du gel se poursuit jusqu’a la valeur d’équilibre en pH basique
(point 4/0). Ce mécanisme enchainant une bascule rapide et une dérive lente sur un bis-
table décrit un comportement excitable standard. Dans les cylindres de gels ce caractere
excitable donne lieu a la propagation d’ondes de contraction.

pH .
non—reag| (pH=1o) 0/4

———

~f‘”*““béﬁu’rsg;i;;,‘\l,”’"~

O i

2 \\Q?@k
réagi (pH=2) -

bistable rayon du gel

Fi1G. 4 — Représentation schématique du modeéle d’instabilité temporelle chimio-mécanique.
(—) branche d’états stables, (- - -) branche d’états instables, (ou seuil de perturbation
supercritique). Code de couleur: blanc = basique; noir = acide.

Les oscillations spatio-temporelles (Fig. 3) relevent d’un mécanisme qui met également
en jeu la déstabilisation de I’état acide lorsque le gel passe localement sous un diametre
critique. En effet, dans I’état totalement effondré, les cylindres sont trés inhomogenes.
Le rayon du cylindre varie significativement d’un endroit & un autre, de telle fagon que,
localement, le gel peut sortir du domaine de stabilité de ’état acide, devenir alors basique
puis regonfler et rentrer de nouveau dans le domaine bistable (sous forme basique), alors
que des régions voisines restent acides et contractées. La présence de contacts entre des
zones acides et les parties re-gonflées peut alors déclencher la propagation d’un front acide
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qui provoque un nouvel effondrement du gel. Ce cycle se répete a des positions plus ou
moins aléatoire sur le cylindre.

4 Conclusion

Nous proposons ici la premiére mise en évidence expérimentale d’une instabilité dy-
namique induite par un couplage interactif entre processus chimiques non linéaires et va-
riation de taille d’'un matériau déformable chimiosensible. Ce travail ainsi que des études
théoriques récentes [7] constituent de nouvelles pistes pour la formation de structures
dissipatives pilotées par ’énergie chimique.
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Résumé

On s’intéresse aux défauts topologiques des bifurcations secondaires du type sous har-
moniques des systemes dissipatifs spatialement étendus. On montre, par des arguments
de symétrie et on confirme numériquement [1], I'existence de structures ponctuelles
1/2 ou 1/3 de spirale ainsi que des défauts lignes de type paroie connectant entre eux
les coeurs des défauts ponctuels.

Abstract

We focus here on the topological defects of subharmonic secondary bifurcations of dissipative spa-
tially extended systems. Based on symmetry arguments, we predict and numerically observe [1] the
existence of point defects analogous to 1/2 or 1/8 spiral together with line defect (of wall type)
making the connection between the core of the point defects.

1 Introduction

Un systeme dissipatif spatialement étendu initialement homogeéne, poussé hors de
I’équilibre thermodynamique par des contraintes extérieures, subit en général une premiere
bifurcation donnant naissance a une structure spatiale périodique du type rouleaux, carrés
ou hexagones [2]. A cette structure de base sont associés des défauts topologiques primaires
tels les dislocations ou les paires penta-hepta [3, 4].

Variant les parametres, cette structure spatiale peut elle méme se destabiliser via une
bifurcation que I'on qualifie alors de secondaire. Cette deuxieme instabilité met en jeu des
fréquences spatiales ou temporelles soit proches de celles de la structure primaire (insta-
bilité de phase, compétition entre motifs), soit au contraire, proches de sous harmoniques
(bifurcations par doublement de période). On s’intéresse ici aux défauts topologiques des
instabilités secondaires de ce dernier type.

2 Instabilité secondaire d’un pattern homogene

A ma connaissance, la seule étude de l'interaction entre un défaut topologique pri-
maire et une instabilité secondaire du type subharmonique concerne une équation différentielle
aux dérivées partielles du type réaction-diffusion 2D, construite a partir du modele de
Rossler [5]. La premiere instabilité est une bifurcation de Hopf, les défauts topologiques
primaires sont les spirales usuelles, et 'instabilité secondaire met en jeu un doublement
de période temporelle. Proche du seuil de la deuxieme bifurcation, un ensemble U de
quantités physique relevantes s’expriment

U=He ™MWy + He W+ ... + Ae T2 Wax (t) + Ae "2 Wz (1) + ... (1)
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ou H est le parametre d’ordre complexe associé & la premieére bifurcation et A celui associé
a la seconde, w la pulsation de la bifurcation de Hopf, Vj le mode propre de I'instabilité
primaire et Wax (t) une fonction %’r pérodique. Comme on se trouve loin du premier seuil,

les termes d’ordres superieurs (...) en H ne sont plus négligeables, cependant ils n’inter-
viennent pas explicitement dans les arguments de symétries et on peut donc les oublier
dans notre discussion sur les propriétés topologiques.

L’invariance par translation dans le temps impose ’existence de tout un cercle de
solutions

{ bt di —> € = {(Hoe", A0e'$).0 € [0.4n]} (2)

(H,A) _ (He+iwdt7A€+z‘§dt>

Les défauts topologiques associés sont donc du type spirale. Ils se caractérisent par un
coeur ou les amplitudes H et A s’annulent et une circulation des phases de H et A le
long de toutes courbes fermées entourant le coeur du défaut égale respectivement a +4x
et £27 (fig.1.1) (on notera (£2,[%1]), 'unité étant 27). Il est important de noter que les
arguments topologiques ne nous assurent la stabilité que de ces défauts (£2,[+1])). Or
apres la premiere bifurcation, les défauts topologiques stables sont de la forme (41,[0])).
Que va t il donc se passer au passage de la bifurcation secondaire? Proche de la bifurcation
secondaire, la topologie de l'espace des solutions est bien décrite par (2). Mais comme
I’amplitude A est faible, on peut esperer que la topologie de H soit dominante. Le défaut
primaire doit persister et la circulation de H autour du coeur doit rester égale a +2m.
A cause de (2), la phase de A ne va tourner que de 7. On prédit donc, et on observe
numériquement (fig.1.2) [5], la formation spontanée d’une ligne semi infinie du type paroie
de retournement (A — —A).

3 Instabilité secondaire d’une structure rouleaux

On suppose maintenant que la premiere bifurcation a donné naissance & une structure
stationnaire de rouleaux. Prés de ce premier seuil, un ensemble U de quantités physiques
relevantes s’écrit alors

U = Qe-l-ikac‘/o + ae_ikIV() + .. (3)
Le défaut topologique associé est une dislocation et on s’intéresse dans la suite au deve-
nir de cette dislocation en présence d’une instabilité secondaire du type subharmonique.
Nous allons nous restreindre aux cas particuliers d’une bifurcation secondaire du type
doublement de période spatial, stationnaire ou du type Hopf.

3.1 Cas d’une instabilité secondaire stationnaire

Dans ce cas, au seuil de la bifurcation secondaire, la collection U s’ecrit

K

Ae“gmw% (x) + Be TP, (x)+ )
S A . S + ...
Ac—i3® 2%(3:) + Be TP, (x)

ol P désigne l'opérateur parité. L’invariance par translation d’espace entraine I'existence
d’un cercle de solutions:

{ Tz — x+dx

=]

U = Qe-i—ik:va +©e—ika:vo+

=[3

—C= {(QoewvAoeigaBoe”g)ﬁ € [0,47r]}
(5)

(Q,A,B) — (Q€+iksze+i§dx7Be—i§dx)
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© W(X, y)

a)

Fi1a. 1 —1: Modéle de Rdssler sans espace: projection selon 2 plans (1a:(u,v) et 1b:(u,w))
du cycle limite en régime de doublement de période. 1c et 1d: modéle de Rdssler avec
espace (resp. U(z,y) et W(x,y)), en régime de période doubling et en présence d’un défaut
(2,[1]). 2: Modéle de Réssler: passage de la bifurcation secondaire (avant: 2a, apres: 2b)
par un défaut spiral primaire et formation de la ligne de paroie. 3: Bifurcation secondaire
stationnaire d’'une structure de rouleaux en présence d’une dislocation primaire (1,[%, =
%]) Sa difféere de 3b par la palette de couleur qui accentue le mode spatial de linstabilité
secondaire. 4: Bifurcation secondaire de type Hopf d’une structure rouleauz. 4a et 4b sont
associés a (0,[1,1]) tandis que 4c et 4d a (1,[1,0]). 4a et 4c représentent le champ U tandis
que 4b et 4d sa dérivée temporelle.
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Les défauts topologiques sont donc de la forme (£2,[£1, F 1]). Mais, comme dans le cas de
la bifurcation secondaire par doublement de période temporelle, on prédit et on observe
numériquement la formation spontanée d’un défaut ligne du type paroie dans le voisinnage
d’une dislocation au passage du seuil de la bifurcation secondaire (£1,[+1, F 1])(fig.1.3).

3.2 Cas d’une instabilité secondaire du type Hopf
Pres du seuil de 'instabilité secondaire, la collection U s’écrit

etiwt ( Aeti5eyy, (z) + Be™ ik“PWk (:/U))—i—

U= Qe ™V + Qe ™V +{ z +.. (6)
"t (Aei2 xWTﬁ Wz () + Bels*p T7r(zr:))
Les symétries relevantes sont les translation de temps et d’espace
t—t+dt r— x+dz
(Q,A,B) — (Q,Aetiwdt Betiwdt) (Q,A,B) — (Qeikdx’Ae-&-igdav’Be—igda:)
(7)
Elles entrainent I'existence d’une famille a deux parametres de solutions
T = {(Qe,4¢1+9), Bei*=9) (9.0) € [0.47] x [0,27]} (8)

A cette topologie sont associés deux types de défauts topologiques:

1. Les défauts spirales classiques, de circulation (0,[£1, & 1]), associés uniquement a
I'invariance par translation dans le temps (fig.1.4a et 4b).

2. Les défauts 1/2 spirale, de circulation (£1,[+1,0]) ou (%1,[0, F 1]), associés & un
défaut primaire du type dislocation et mélangeant intimement les invariances par
translation d’espace et de temps. (fig.1.4c et 4d).

Pour bien comprendre le réle joué par I'invariance par translation dans le temps, il suffit
de comparer les défauts 1/2 spirales avec les défauts (:i:l,[:l:%, T %]) du cas stationnaire.
En effet pour ces derniers, le saut de phase de &7 imposait 'existence d’une paroie de
retournement. Mais en présence d’une symétrie supplémentaire, le saut de phase peut
"s’étaler dans cette symétrie”. On passe ainsi d’une zone de raccordement rapide (type
"Ising”) & une transition plus continue (type ”"Néel”).

4 Instabilité secondaire d’un pattern hexagonal

On suppose qu'un systeme initialement homogene a subit une premiere bifurcation
qui a donné naissance a un pattern hexagonal de la forme

U, —iH»eik—J')'?—i-cc—i- k= Ar < cos(§ +5%5) ) (9)

Ce réseau vérifie U(7 +ag)=U(T +a7)=U(T) avec ag = A (1,0) et af = A (003(3,3171(3)
Le groupe de symétrie de 'hexagone contient 12 termes (Rzﬁ, R%, RZ,,, RQ,,, R%, Py,

Rz,, Py, R2 Py, R3 Py, R Py, T\’, = Py). En notant g; les elements successﬁs de g on

montre que prés du seull de l’mstablhte secondaire, U s’exprime [6]

12
. L = =
U=Upez +W+.. avec W = etiwt ZAJ-e‘gj BT iChex(T) | +cc+ ... (10)
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ol A; sont des coefficients complexes de proportionalité, (,e,(7) une fonction ag et aj
périodique et ot 4% est un vecteur de floquet imaginaire pur.

L’analyse théorique prédit ’existence d’'un grand nombre d’instabilités secondaires
génériques qui se distinguent les une des autres par leur vecteur d’onde x et la forme des
vecteurs propres critiques (A1,42,4s3.....A12) [6]. Nous n’allons nous intéresser ici qu’a une
seule situation que nous sélectionnons parce qu’elle a été observée dans des simulations
numériques de I’équation dite de Kuramoto Shivasinky amorti (KSA) [7]. Elle correspond

S
Aw#0, k=1

\/§k07 " ,ko = § et a un sous espace propre de dimension 2 engendré par

Vi ={0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1} V5 = {1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0} (11)

La perturbation W correspondante, s’exprimant

jwt 2 4 KT
W = eiw { [aln%ﬂ n agld} [Id TR+ RQ_} Id+P,) [e'” : Qm(?)] } Yect ..
5 6 6

(12)
W(Tt+ 227) et
W(T +ai,t) = W(T,t+ %%ﬂ) Remarquant que Vj et V5 s’échangent par Rz%r, on en
déduit, comme dans le cas de I'apparition spontanée d’ondes dans un milieu homogene
invariant par parité, que le poids relatif de a; et ao dépend des termes non linéaires de
compétition. On s’attend donc soit & un régime de coexistence, caractérisé par a; # 0 et
a9 # 0, soit & un régime monomode ou seule 'une des deux amplitudes est nulle.

est donc invariante par Rzx, par Py, et satisfait & W(T + ag,t) =
6

L’invariance par translation dans le temps ¢t — ¢ + dt, A; — Ajei“dt et les inva-
riances par translation d’espace
(T — T + s T — T + 5101
Hl Hl e+iso27r Hl Hl e+isl 27
Hy — ng_is()%r Hy — Hy
Hs — Hj Hs — ngiwﬂﬂ
. 4 . 2 . 2 : 4
Al _ Ale+180§ﬂ' A2 _ A2€+180§ﬂ' Al _ A1€+zs1 3T A2 _ A26+151§7r

Az — Age*isogﬂ Ay — A4efiso%7r Az —> A36+i51§7r Ay — A467i51§”
Ay — A5e—i30§7f Ag — A6€+i50§7r Ay — A5e—z'51§7r Ag — A6e—i51§n
A7 SN A7e+i50%ﬂ' AS _ A86+iso§7r A7 _>A7e+i51§7r A8 _)ASeJriSl%ﬂ
Ag — Age_isogw Ay — 14106_2180%7r Ag — Age"'i“"l%7r Ayg — Aloe_islgﬁ
App — Aie 05T Ay —— AppetB05T | Ay — Aje 15T Ay —— Apge 157

(13)
entrainent ’existence d’une famille de solutions a 3 parametres continus. Deux types de
défauts topologiques semblent évidents:
1. le type spirale (0,0,0,[£1, £ 1, £ 1,...... + 1)), associé uniquement a l'invariance par
translation dans le temps.
2. le type double paires penta-hepta, tel (+2,F+1,F1,[+1,+1,0,F1,F1,0,+£1,£1,0,F
1, F 1,0]), associé a l'invariance par translation (ici £(ag + a7)).
Apres la premiere bifurcation, les défauts topologiques sont des paires penta-hepta. Comme
on ’a déja observé dans les cas de la bifurcation secondaire soit d’une bifurcation de Hopf
soit d’'un pattern de rouleaux, on s’attend a la persistence de la topologie des paires penta-
hepta dans un voisinnage du seuil de la bifurcation secondaire. Considérons par exemple
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la paire associée & ag. On s’attend donc & une circulation de (1, — 1,0,[2,%, — 1 — 2

33 3 3
%,%,%,%, — %, — %, — %,%]) On a vu, dans le cas de la bifurcation secondaire de type Hopf
d’une structure rouleaux, que l'invariance par translation dans le temps pouvait ”étaler”
les sauts de phase. Mais il est clair ici que ’on ne peut pas rendre simultanément entiéres

toutes les circulations secondaires. Les possibilités sont

1. déphasage temporelle correspondant & +1/3 de spirale (resp. -2/3). On obtient alors
(1, — 1,0,[1,%,0, — %,0,%,1,%,0, — %,O,%]). Il est important de remarquer que les com-
posantes secondaires dont la circulation est entiere correspondent exactement a V5.
Par conséquent, oubien on se trouve dans un régime monomode, et la combinaison
précédente est un défaut topologique exact (puisque les circulations non entieres
correspondent & des amplitudes nulles), oubien on se trouve dans un régime bimode,
et le défaut 1/3 de spirale est obligatoirement raccordé a un défaut ligne, du type

paroie de retournement.

2. déphasage temporelle correspondant & -1/3 de spirale (resp. +2/3). On obtient alors
(1,— 1,0,[%,0, - %, -1,— %,0,%,0, — %, -1,—- %,0]). Cette fois, ce sont les composantes
de V7 qui ont des circulations entieres, et les conclusions sont donc similaires au cas
précédent en échangeant les roles joués par Vi et Vo

5 Conclusion

Les défauts topologiques des instabilités secondaires ont des propriétés remarquables.
D’abord, ils mélangent intimement les invariances par translation d’espace et de temps
pour donner naissance a des défauts avec des charges topologiques qui semblent fraction-
naires (1/2 et 1/3 de spirale). Ensuite, et les conséquences sur la dynamique sont plus
importantes, ils sont souvents associés a des défauts lignes, du type paroies de retourne-
ment. Ces lignes connectent entre eux les défauts ponctuels de la structure primaire. Ces
défauts ne sont plus alors des objects ponctuels qui interagissent par leur champ loin-
tain, mais plutot les extrémités actives d’une ligne susceptible de se mouvoir, se tordre, se
replier....
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Résumé

La morpho-élasticité est la théorie de la croissance en milieu élastique. Elle s’ins-
pire des théories de la thermo-élasticité et 1’élasto-plasticité qui considérent des effets
anélastiques dans des milieux continus. Le but de cet article est de donner un apercu
des idées, enjeux, et applications de cette théorie en illustrant les concepts clés sur un
exemple simple: la croissance différentielle d’une coque sphérique incompressible.

Abstract

Morphoelasticity is the theory of growth in elastic media. It is inspired by the theories of thermoe-
lasticity and elastoplasticity which include anelastic effects in continuum mechanics. The goal of
this paper is to address important issues associated with morphoelasticity and to illustrate them on
a simple example: the differential growth of an incompressible ealstic shell.

1 Introduction

Il existe en physique et en chimie différents mécanismes de croissance controlés par
les effets de diffusion et accrétion a la surface. Par opposition, en biologie la croissance vo-
lumétrique, c’est-a-dire I'augmentation de volume par une source extérieure, est impliquée
dans de nombreux processus tels que la morphogénese, la régulation physiologique ou méme
des désordres pathologiques [1]. C’est en général, un procédé extrémement complexe qui
implique des intéractions a multi-échelle entre des phénomenes physiques, bio-chimiques
et génétiques. La discussion pour cette contribution sera limitée aux aspects mécaniques
de la croissance et en particulier 'interaction subtile entre croissance et contraintes dans
les tissus mous.

1.1 Contraintes internes

Un des aspects les plus fascinants de la mécanique de la croissance est la possibilité
de produire des contraintes internes [2]. Ces contraintes sont présentes a l'intérieur des
tissus sans contrainte externe et peuvent se mettre en évidence lorsque le tissu est coupé
entrainant un relachement de ces contraintes. Par exemple, lorsqu’un petit morceau de cy-
lindre d’une artere est coupée, le cylindre s’ouvre brusquement, indiquant clairement que le
cylindre était initialement en état de contrainte [3]. Dans les artéres, ces contraintes jouent
un roéle important pour la régulation des pics de contraintes pendant le fonctionnement
physiologique. L’existence de ce type de contraintes est une propriété fondamentale des
tissus et avait déja été mise en évidence en botanique au 19%1€ gidcle & travers les travaux
de Sachs et DeVries [4, 5]. L’existence de ces contraintes liées a la croissance se comprend
facilement. Considérons deux cylindres coaxiaux et collés ensemble. Si le cylindre intérieur

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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croit plus vite que le cylindre extérieur, le cylindre intérieur est en compression et le cy-
lindre extérieur en traction radiale. Le tout crée en fait une structure beaucoup plus rigide
que chaque cylindre individuellement.

1.2 Contraintes et instabilités

Il est bien connu que des milieux élastiques sous chargement peuvent devenir in-
stables a travers des instabilités du type flambage. Ce type de probléme est classique dans
la mécanique des ingénieurs [6] mais pourrait également jouer un role important en mor-
phogénese. Par exemple, il a été suggéré que le procédé d’invagination chez les oursins [7, 8]
pourrait étre induit par une instabilité de flambage qui se retrouve dans des expériences
modeles sur les gels. [9, 10]. Récemment nous avons montré que les contraintes induites par
une croissance anisotrope sont suffisantes pour créer un instabilité de flambage dans des
coques épaisses mais aussi que certains type de croissance aide le materiau a se stabiliser
contre d’autres effets de flambage [11].

1.3 Description

Au niveau biomécanique, les tissus mous sont susceptibles de subir de larges déforma-
tions et sont en général anisotropes et inhomogenes. Une description correcte de ce genre
de comportement requiert donc la théorie de 1'élasticité finie ou le comportement de
corps hyperélastiques sous contrainte est défini par une relation constitutive, I’énergie des
déformations [12, 13, 14]. La croissance elle-méme peut étre modélisée par une décomposi-
tion multiplicative du gradient des déformations due & Rodriguez et. al. [15] et similaire
aux décompositions que 1'on retrouve en élasto-plasticité [16]. Plus précisement, on sup-
pose que le tenseur des déformations est le produit d’un tenseur de croissance, décrivant
localement I’évolution d’un élément de masse sans contrainte géométrique ou mécanique et
d’un tenseur de déformation élastique assurant I'intégrité et la compatibilité du matériau.
Cette approche, appellée ici morpho-élasticité, a été utilisée pour la modélisation de divers
systemes physiologiques tels que les arteres, le cartilage, les fibres musculaires, les tissus
cardiaques et les tumeurs cancéreuses [13, 12, 17]. Le tenseur de croissance peut étre couplé
a la position, aux tenseurs des déformations ou contraintes, a la densité des nutriments.
Ici, nous étudions le cas de la croissance différentielle, c.-a-d. quand la croissance dépend
de la position a Uintérieur des tissus [18].

2 Décomposition de la déformation

La déformation d'un corps est donnée par x = x(X,t) ou X (resp. x) décrit les co-
ordonnées matérielles d’'un point dans une configuration de référence (resp. configuration
instantanée). Soit Bip. = Grad(x) le gradient de la déformation obtenu apres une crois-
sance élastique incrémentale. La décompoistion de ce tenseur se fait en un produit d’un
tenseur de croissance Gipe par un tenseur de déformations élastiques A [15]:

Binc =A- Ginca (1)

La réponse élastique du tissu est déterminée par la fonction W = W(A) qui donne la
relation [19]

T=A Wa—pl. (2)
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V\Ai nc

Fi1G. 1 — Décomposition de la déformation en partie croissance G et élastique A.

T est le tenseur des contraintes (de Cauchy), Wa est la dérivée de W par rapport a A
et p est la pression hydrostatique associée a la condition d’incompressibilité. L’équation
pour I’équilibre mécanique est donnée par

div(T) = 0. (3)

Si le corps subit une charge hydrostatique P, Les conditions aux bords sont données par
les valeurs de T le long de n aux bords: T -n = —Pn.

2.1 Exemple

Comme exemple, considérons le cas de la croissance d’une coque incompressible et
isotrope en séchage (résorption) et sous pression hydrostatique. Nous supposons la crois-
sance isotrope mais inhomogene et fonction de la position radiale r c’est-a-dire: G = g(r)1.
Cette fonction représente en fait Ueffet cumulatif de la croissance apres de multiples étapes
incrémentales. Des expériences numériques sur l'effet cumulatif de la croissance montrent
qu'une forme linéaire représente trés bien les effets de croissance et nous prenons donc
g(r) = 14+ v(r — a) ou v est positif pour la croissance et négatif pour le séchage. Nous
considérons ici le cas d’une coque en séchage sous pression P. Dans ce cas,

B = diag(9gr,r/R,r/R), A = diag(aq,as,a3), (4)
et comme le matériau est incompressible ( ap = a3 = a a3 = a~2) et néo-hookéen, on a
W = p(ad + a3 + a3 - 3). (5)

Les rayons sont a = r(A) and b = r(B) et la déformation est donc donnée par

R3=A3+3 /Tr2/g3 (r)dr. (6)

a

La seule inconnue est la valeur de a qui est obtenue en résolvant le probleme de conditions
aux limites donné sur la composante radiale du tenseur de Cauchy (voir Fig. 2).

h(r) = / r%aa Wan(a2a.0)] dr (M)
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F1a. 2 — Contraintes internes radiales et circonférentielles dues au séchage (AV =2, i.e.
v = 0.344) pour une coque élastique A =1,B =2 and p = 1.

Avec les conditions ¢;(a) = 0 et t1(b) = —P. Une fois que la constante a est déterminée
les déformations sont données par o = r/(Rg) et la contrainte circonférentielle est to =
t1 + %aa [Wsh(oz_Q,oz,oz)] . La constante v est reliée & 'augmentation de volume AV =

(b3 —a?) /(B3 — A3). On voit que le séchage crée une contrainte interne radiale compressive.

3 Instabilité

L’analyse précédente nous donne une solution compléte du probleme radial et la
question est maintenant de déterminer sa stabilité. En particulier, on voudrait savoir si
les contraintes internes produites par la croissance sont suffisantes pour destabiliser la
coque, indépendamment des charges extérieures. Pour étudier la stabilité, on considere les
déformations axisymétriques superimposées a la déformation radiale:

grad(x) = grad(x ') + egrad(x") (8)

ce qui implique
B (1+B") B0, 9)
ot 'on a BM = grad(x(M). De facon similaire A = (1+ eA(l)) - A9 On développe aussi

le tenseur de Cauchy T = T + ¢T™ + O(e?) et les relations constitutives au premier
ordre [11]

T(0) — A(0) g)) —pO1, (10)
T = £:BO + BO. A0 .0 _ 517, (11)
r:-BM = A0 'WE& B . AO) (12)

ot p = p@ 4+ epM) | et £ le tenseur du quatrieme ordre des modules élastiques instantanés
(voir [19, p. 412]), et Wg)), Wj(;)j)X sont les dérivées premicres et secondes de W. L’analyse de
stabilité se ramene & donner les valeurs critiques des parametres pour lesquels, I’équation

div(T®) =0 (13)

avec des conditions aux limites au premier ordre, posséde une solution non-triviale (insta-
bilité donc au sens des bifurcations et non basée sur les variations de 1’énergie).
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F1a. 3 — Instabilité d’une coque en résorption. Pour une épaisseur initiale A/B la coque
devient instable quand son epaisseur perd une fraction 100(1— é’:i‘) indiquée par la courbe
pleine (a P = 0). Les courbes en pointillés indiquent les différents modes d’instabilité et
les courbes P; dnotent les valeurs critiques sous une pression choisie telle que le mode i

devient instable. Les modes de déformation de la coque sont indiqués pour n = 4,5,6.

4 Exemple

Pour une coque en croissance, on utilise les coordonées sphériques (r,0,p) et des
déformations axisymétriques de la forme y) = [u,v,O]T, ou u,v sont indépendants de
. Les équations pour la stabilité sont des équations linéaires du deuxieme ordre qui
peuvent se ramener a une équation différentielle ordinaire du quatrieme ordre pour I’am-
plitude du n'*™€ polynome de Legendre u(r,0) = U, (r)P,(cosf). On peut alors étudier
numériquement ou analytiquement cette équation et trouver les valeurs des parametres
qui produisent une instabilité. Par exemple sur la Figure 3, on montre l'instabilité de la
coque en croissance obtenue par des méthodes analytiques de perturbation valables pour
les fines coques (fines dans 1’état actuel mais pas nécessairement dans 1’état initial). On
voit que,au moment de l'instabilité, le mode N sélectionné a la bifurcation dépend de
'épaisseur § = b — a suivant la loi N ~ §~1/2 comme dans le cas classique. Le procédé de
base de 'instabilité est le suivant: une coque non-chargée d’une épaisseur initiale donnée
devient instable quand 1’épaisseur actuelle est suffisamment petite et que les contraintes
internes compressives sont suffisamment élevées. Sous une pression P, > 0 telle que les
modes m > n sont stables, une coque stable devient instable quand son épaisseur diminue
avec des modes d’instabilités 2 < m < n.

5 Conclusion

L’analyse présentée ici montre que la croissance différentielle peut altérer les pro-
priétés géométriques et mécaniques d’'un matériau de telle fagon qu’il devient instable.
Notons que I’hypotheése constitutive choisie (élasticité néo-hookéenne) n’est pas réaliste
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pour des tissus mous, néanmoins elle représente les matériaux les plus mécaniquement
stables. On s’attend donc qu’un choix plus réaliste de relations consitutives donne lieu au
méme type d’instabilités voire a des instabilités nouvelles.
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Résumé

Nous étudions la réflexion des ondes de gravité internes sur des surfaces planes
qui présentent un angle d’incidence critique pour lequel la réflexion s’effectue le long
de la pente. Dans le cadre linéaire, 'onde réfléchie est alors singuliere, sa longueur
d’onde tendant vers zéro et son amplitude vers 'infini. Une étude analytique non-
linéaire par la méthode des échelles multiples a permis de dévoiler une instabilité de
retournement des ondes susceptible d’induire du mélange dans la stratification. Nous
menons actuellement des expériences de laboratoire en vue de comparaisons avec nos
prédictions analytiques.

1 Introduction

L’étude des fluides stratifiés est une branche encore récente de la mécanique des
fluides. En effet, les motivations sont apparues au 20éme siecle avec ’engouement pour
I’étude des océans et de I’atmosphere. La grandeur caractéristique de tels fluides est N, la
fréquence de Brunt-Vaisald, du nom de deux météorologistes de I'apres-guerre, mesurant
la stratification rapportée a ’accélération de pesanteur g

g dp
N=, -2 1
\ podz M)

Elle définit la fréquence propre d’oscillation d’une particule de fluide de masse volu-
mique pp autour de son altitude d’équilibre (selon I’axe z). De maniere générale, 1’étude
des fluides stratifiés se place dans ’hypothese ou la densité est une quantité advectée par
I’écoulement, dans le sens ou les temps de diffusion des grandeurs intensives (température,
composition chimiques) responsables de la stratification sont supposés longs devant les
temps caractéristiques du probleme. Dans I’hypothese d’écoulements incompressibles, la
fréquence de Brunt-Vaisald intervient donc dans la conservation de la masse qui traduit
cette advection, ce qui s’écrit en notant p. et P les perturbations au champ statique de
densité et pression

2
86’28 +vz% =0 . 2)
La seconde approximation est celle dite de Boussinesq, dont le cadre s’étend au-dela
des fluides stratifiés. Elle consiste a négliger I'influence des variations de densité dans
les termes inertiels, et & ne les considérer que dans les termes gravitationnels (poussée
d’archimede). Les équations du mouvement deviennent alors

8’1);(; aPe avz 8P€

POE——ax ) 0o ot :_82 — Ped - (3)
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En bouclant le systeme avec I'incompressibilité, nous obtenons un systeme fermé de
quatre équations pour les quatre inconnues v, v,, pe et Pe, qui mene a la méme équation
pour les quatre variables [1, 2].

v, v, 9 &,
+ = - . (4)
ot20x2 = 0t2022 o2

Si 'on recherche des solutions progressives de I’équation (4) sous la forme d’ondes
planes on obtient la relation de dispersion

w==+Nsing |, (5)

en notant w la pulsation et § ’angle du vecteur d’onde avec la verticale.

Cette formule est assez surprenante car le module du vecteur d’onde k = |?| n’y figure
pas: il ne reste que la direction du vecteur d’onde, (. La premiere propriété étonnante
des ondes internes est donc de se propager selon une direction fixe lorsque la fréquence
est donnée; la longueur d’onde est en revanche quelconque. On montre également que
la vitesse de groupe est perpendiculaire a la vitesse de phase: par conséquent, un rayon
d’ondes internes se propage parallelement & ses plans d’onde (cf. Fig. 1a).

) 5
Vg
O
»vq,
\ %
Vg
Vg

F1G. 1 — (a) Représentation des plans d’ondes, de la vitesse de phase vy, de la vitesse de groupe
vg, et de la trajectoire des particules de fluide. (b) Rayonnement dans le cas d’une source ponctuelle
centrée en O. (c¢) Réflexion d’un faisceau d’ondes internes sur un plan incliné (8 ~ «).

Les ondes internes sont venues au gott du jour avec I’étude des dynamiques océani-
ques et atmosphériques dans la deuxieme moitié du 20eme siecle. Elles transportent en
effet d’importantes quantités d’énergie dans la stratosphere et dans ’océan profond et
doivent étre absolument prises en comptes dans les modeles océaniques. Les recherches
militaires ont également suscité des travaux expérimentaux sur ’émission de ces ondes
par des corps en translation. Suite aux premieres visualisations en laboratoire d’ondes
internes datant de Gortler [3] puis Mowbray et Rarity [4], des travaux théoriques se sont
attelés au probléme océanographique de 1’émission d’ondes par les marées et le forcage
de surface des vents, ainsi qu’a la nature des instabilités susceptibles d’affecter ces ondes
(convectives ou de cisaillement), leur déferlement étant un facteur essentiel du mélange
des masses océaniques. Plus récemment, I'importance des interactions entre ces ondes et
les fonds océaniques a été mesurée [5], suggérant que la réflexion des ondes internes sur les
fonds océaniques pourrait étre un facteur important de mélange. Les analyses théoriques
et expérimentales de ce phénomene critique sont encore un sujet ouvert que nous étudions
ici.
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2 Approche linéaire de la réflexion d’ondes internes

Considérons l'interaction d’une onde interne avec un fond marin que nous suppose-
rons incliné avec un angle « par rapport a I’horizontale. Comme lors de tout phénomene
de réflexion, la pulsation de 'onde est conservée de maniére a respecter les conditions
aux limites dans 'approximation linéaire. Par conséquent, étant donné la relation de dis-
persion (5), lorsqu’une onde interne se réfléchit, son angle de propagation par rapport a
I’horizontale sera conservé, indépendamment de l’angle de la pente: il n’y aura donc plus
de réflexion spéculaire comme pour des ondes acoustiques ou optiques.

Il apparait donc un angle critique a. = (3, pour lequel le rayon est réfléchi le long
de la pente (cf. Fig. 1c¢). La figure met également en évidence un fort rétrécissement de
la largeur du faisceau apres la réflexion, lorsque les conditions sont proches de cet angle
critique. De maniere générale, le rétrécissement est donné par le rapport des longueurs
d’ondes incidente \; et réfléchie A,

A sin(]8 — al)

Ai sin(f+ «)

Par conservation de ’énergie, il sera accompagné d’une augmentation inverse de la
densité d’énergie de I'onde réfléchie. Nous avons d’ores et déja un critere d’instabilité:
lorsque les ondes introduisent une perturbation de densité telle que le gradient vertical de
densité s’annule, il y a déferlement (cela revient a dire que les isodensités présentent une
tangente verticale). Ceci intervient pour une onde d’amplitude a lorsque aksin25 > 2,
donc compte tenu de 'amplification due a la réflexion, une onde incidente d’amplitude a
engendrera une onde réfléchie instable si la différence ¢ = a — 8 vérifie 'inégalité

masin?(23)

Ai

Cette relation permet de quantifier le caractere critique de la réflexion. Pour des
ondes océaniques, se propageant a 20° par rapport a I’horizontale, d’amplitude 1 m et de
longueur d’onde 100 m, on trouve ¢. = 6°, ce qui signifie qu'une réflexion sur un fond
faisant un angle entre 14° et 26° avec I’horizontale déstabilisera I’onde. Le mécanisme de
I'instabilité doit étre mieux compris pour pouvoir modéliser le mélange induit le long des
fonds océaniques par la réflexion des ondes internes.

¢* <

3 Analyse non-linéaire de la réflexion quasi-critique

Les considérations précédentes suggerent d’étudier le probleme en distinguant une
zone éloignée de la pente ou la théorie linéaire s’applique, et une zone proche de la pente
dans laquelle les termes non-linéaires sont prépondérants. Dans le cas critique, la région
extérieure est parcourue par le rayon incident et par la seconde harmonique réfléchie (la
premieére harmonique est piégée le long de la pente), la fonction de courant totale s’écrivant
dans un systeme de coordonnées adimensionné relatif a la pente (2, orthogonal a la pente)

w(x7zl7t) _ ¢1 (t’zl)ei("[“l’Zl —t) + 81/)2 (t’ZL)ei(2:v+sz_72t) ' (6)

Le parametre £ = (¢, tan 04)1/ 3 a été choisi pour des raisons dimensionnelles comme

mesure de la nonlinéarité, et a été utilisé pour effectuer un développement en échelles
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multiples dans la région interne [6]. La résolution des équations non-linéaires dans cette
zone, avec les conditions aux limites sur la paroi et de raccordement a la solution externe
proposée, permettent d’obtenir le champ de vitesse prés de la paroi et de déterminer
o (t,z) fonction de 11(t,z). C’est 'hypothese de piégeage le long de la pente qui permet
de présupposer le doublement de fréquence spatiale longitudinale (selon x) de la seconde
harmonique, m étant alors déterminé par la relation de dispersion.

F1G. 2 — (a) Lignes isodensité obtenues analytiquement. (b) Champ de vitesse dans le cas quasi-
critique. (c¢) Fonction de courant dans le régime permanent visqueut.

L’annulation des termes séculaires conduit & une équation linéaire d’évolution de
I'amplitude dans la région interne, qui peut étre résolue analytiquement. Les solutions
dans le cas non visqueux sont présentées dans les figures 2(a) et 2(b), et présentent des
retournements de densité associés a 'apparition de vortex concentrés le long de la pente.
Dans le cas visqueux (cf. Fig. 2(c)), un régime permanent est atteint dans lequel I’ensemble
de I’énergie est dissipée le long de la pente.

4 Méthode expérimentale

Afin d’évaluer quantitativement le mécanisme de la réflexion des ondes internes, nous
avons mis au point une méthode de mesure optique des champs de densité des fluides stra-
tifiés en laboratoire (cf. Fig. 3). Nous travaillons avec des solutions d’eau salée (NaNO3) de
concentration variable (densité allant de 1 & 1,25 sur 30 cm correspondant & N = 1,25H z)
en géométrie bi-dimensionnelle, dans une cuve en plexiglas de 40 x 50 x 10cm3. Nous uti-
lisons les propriétés optiques des solutions d’eau salée pour mesurer les perturbations de
la stratification.

F1G. 3 — Dispositif expérimental et champ de densité mesuré autour d’un cylindre oscillant.

L’indice optique du fluide utilisé étant proportionnel a sa densité, les ondes de gravité
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induisent des gradients d’indice qui dévient les rayons passant a travers le fluide. Un motif
observé a travers la zone d’écoulement est déformé proportionnellement au gradient de
densité. L’analyse d’images par des algorithmes de maximisation de corrélation dans le
plan de Fourier (utilisé en PIV) permet de remonter quantitativement au champ de densité
[7].

Pour valider notre méthode, nous nous sommes intéressés a la génération d’ondes
internes par un objet oscillant. Comme dans la figure 1(b), le diagramme de rayonnement
expérimental est en croix autour de I’'objet. Nous mesurons les ondes émises par un cylindre
oscillant verticalement a basse fréquence (0.1 Hz pour sin 8 = 0.5), afin d’étudier 'influence
de son rayon (R=1, 1.5 et 3 cm) et de 'amplitude de vibration (de 0 & 1 cm) sur la sélection
de longueurs d’ondes. Le champ proche visible sur la figure 4(a) correspond aux prédictions
théoriques, notamment la bimodalité de ’enveloppe des rayons au voisinage du cylindre
due a la viscosité [8]. A plus forte amplitude néanmoins, des harmoniques d’ordre deux
sont observées et en cours d’étude. Elles se traduisent par I’émission d’ondes a un angle
plus vertical que celui du rayon fondamental, comme révélé par la figure 4(b).

Fi1a. 4 — (a) Mesure expérimentale d’ondes de densité émises par un cylindre de rayon R=1.5 cm
oscillant avec une amplitude de 3 mm. Noter la bimodalité prés de la source dans les deux rayons
du bas. (b) Non linéarités dans le cas d’un cylindre de rayon R=3 cm oscillant & une amplitude de
6 mm.

La technique de mesure permet une comparaison quantitative des champs de densité
théoriques et expérimentaux : 'amplitude des ondes mesurée est, dans le cas linéaire, en
bon accord avec la théorie. En revanche, les amplitudes relatives des secondes harmoniques
ne sont actuellement prédites par aucun modele.

5 Résultats concernant la réflexion

La réflexion proprement dite est difficilement observable en raison de la forte ampli-
tude des gradients mis en jeu. Néanmoins, les premiers résultats laissent penser que la
viscosité limite l'instabilité de retournement aux échelles de notre expérience [9]. A 'in-
verse du cas non visqueux qui diverge dans le temps, la solution visqueuse présente un
régime permanent ol ’ensemble de ’énergie incidente est dissipée le long de la paroi. La
figure 5 montre les premiers résultats expérimentaux qui s’accordent qualitativement avec
la théorie.

Une seconde instabilité apparait apres le déferlement et concerne 1’équilibre entre la
zone de mélange et le reste du fluide: la partie mélangée s’immisce dans la zone stratifiée
sous forme de digitations horizontales réguliéres encore non expliquées [10].
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Fi1G. 5 — (a) Réflexion quasi critique (o = 23°, f = 18°): le rayon réfléchi est visible le long
de la pente. (b) Régime stationnaire ou l'onde s’écrase sur la pente observé dans le cas critique
(v = 3 ~23°). A comparer avec les résultats analytiques de la figure 2(c).

6 Conclusion

Nous étudions la réflexion d’ondes internes sur un plan incliné dans le cas critique.
L’analyse non-linéaire du phénomeéne prédit une instabilité de retournement attendue par
les océanographes mais a ce jour peu étudiée expérimentalement. Nous avons mis au point
une méthode de mesure de champs de densité en fluides stratifiés, qui donne de premiers
résultats tres satisfaisants concernant ’émission des ondes internes. Des expériences a plus
grande échelle sont a ’étude pour s’affranchir des effets de la viscosité qui limitent pour
I'instant ’observation de 'instabilité.
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Résumé

Les systemes laser générant des impulsions ultra-courtes ont un nombre important
d’applications en optique et télécommunications. Ainsi, la stabilité de 'impulsion tour
apres tour est cruciale pour ces lasers. Nous étudions les régimes réguliers, c’est-a-dire
avec des pulsations périodiques dans I’évolution de I'impulsion.

Abstract

Laser systems generating ultra-short pulses have a number of important applications in optics and
telecommunications. The stability of the pulses from one round-trip to another is one of important
qualities of such lasers. We study reqular regimes with periodic pulsations.

1 Introduction

Le blocage de modes d’un laser correspond a la synchronisation, ou verrouillage des
phases, d’un tres grand nombre de modes longitudinaux, pouvant atteindre plusieurs cen-
taines de milliers, et conduisant a la formation d’impulsions picosecondes ou subpicose-
condes. Le champ laser correspondant est ainsi associé a un nombre de degrés de liberté
quasi infini. Le fonctionnement du laser & modes bloqués repose sur des dynamiques for-
tement non-linéaires, expliquant la stabilité des impulsions qui peut étre obtenue pour
certains jeux de parametres. Les non-linéarités en jeu sont a la fois dispersives (effet Kerr)
et dissipatives (saturation du gain). En régime fortement dissipatif, la stabilité des impul-
sions ultracourtes s’appréhende & travers les concepts et propriétés de solitons dissipatifs
[1]. Que se passe-t-il lorsque l'on altére un ou plusieurs parametres de la cavité, a par-
tir d’une situation stable pour laquelle la période temporelle du cycle limite est égale au
temps de parcours de la cavité? Aux cotés de la 7 classique ” cascade de doublements de
période menant au comportement chaotique, nous avons découvert deux variétés princi-
pales de comportements inédits. Premierement, la cascade de doublements de période est
souvent stoppée par la formation d’une impulsion additionnelle, véritable soupape dyna-
mique du systeme qui lui permet de redistribuer I’énergie totale et d’échapper au chaos
[2, 3]. Deuxiémement, le systéme peut évoluer vers des pulsations complexes, telles que
des pulsations dont la période n’est pas une puissance de deux, des pulsations de longue
période, ainsi que des pulsations possédant deux périodes non forcément commensurables,
I'une courte et autre longue [2, 4].

Ces découvertes ont été observées expérimentalement dans un laser a fibre dopée
a l'erbium, avec une cavité en anneau unidirectionnel, et ont été validées par des si-
mulations numériques fondées sur ’emploi d’un modele de Ginzburg-Landau complexe
cubique-quintique & gestion de parametres. Nous montrons ainsi que les pulsations longues
et complexes peuvent se produire sans avoir a recourir aux relaxations ” lentes ” du milieu
laser.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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2 Systeme expérimental

Le dispositif expérimental schématisé ci-dessous est constitué d’une cavité fibrée en
anneau, a gestion de la dispersion [5, 6]. Le laser a fibre émet des impulsions ultracourtes
autour de 1,53 pm.

Coupleur Diode laser

90/10 980 nm
Recompression <= —\C> \q

d'impulsions par
ajout de fibre DCF

Coupleur-Isolateur

Fibre standard

Fibre dopée
SMF

Erbium

sortie de sortie
réjection laser

Fic. 1 — Schéma du dispositif expérimental

Le milieu amplificateur est une fibre optique dopée a I’Erbium avec une concentration
d’environ 1400 ppm. Le champ laser subit une dispersion normale voisine de -40 ps/nm/km
sur une distance de propagation de 1,9 m. La source de pompage est constituée de quatre
diodes laser émettant autour de 980 nm. La dispersion moyenne de la cavité est ajustée en
utilisant une longueur appropriée de fibre SMF-28 ayant une dispersion anormale de +16,5
ps/nm/km. Une section & air libre de 50 cm est employée afin d’insérer des composants
de polarisation : lames d’onde et cube polariseur. Le premier jeu de lames A/4 et le cube
polariseur (' introduisent des pertes sélectives en intensité pour conduire au blocage de
modes. Entre le cube Cy et le cube Co, une lame A/2 est employée pour disposer d’un
coupleur de sortie avec une extraction et une transmission variables. Au niveau de Cs le
spectre optique est observé.

F1G. 2 — Génération d’un train d’impulsions.(a) avec une période p-1, (b) avec une période
p-2.

Nous observons I’évolution de I’énergie des impulsions tour apres tour qui extrait
10% de l'intensité intracavité apres amplification dans la fibré dopée. La durée d’une
impulsion est typiquement de 1 ps pour les sorties & air libre par contre elle vaut 150 fs
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pour la sortie recompressée [6]. Dans le rgime fondamental le plus stable, les impulsions
sont identiques tour apres tour et le taux de répétition de la cavité vaut 36,6 MHz (figure
6a)).

3 Le modéle

Nous modélisons le laser a fibre par I’équation de Ginzburg-Landau complexe cubique-
quintique a gestion de parametres:

D
i\yz+5\11tt+\\1/\2\11+u\\11\4\1/:¢5\I/+z'ey\11|2\11+w\11tt+my\1/|4\11 (1)

ou z est la distance parcourue par I'impulsion dans la cavité (la longueur de la cavité est
normalisée), t est le temps normalisé, ¥ est 'enveloppe normalisé du champ, D=+ 1 est
le coefficient de dispersion de la vitesse de groupe (anormal ou normal), ¢ est le coefficient
des pertes linéaires, 3 le filtrage spectral pour 8 >0, € correspond au gain non-linéaire, le
terme avec u représente, si il est négatif, la saturation du gain non-linéaire tandis que v
correspond si il est négatif, a la saturation de I'indice de réfraction non-linéaire.

La cavité laser est constituée de plusieurs sections de fibres, ainsi les propriétés du milieu
ou I'impulsion se propage varient selon la distance. Les coefficients de I’équation 1 doivent
étre des fonctions périodiques de la distance de propagation z.

e
CGLE Dispersive
line
(D<0,8,B.e,v,u) —= (d>0)
<—|_D—> <—Ld_’

Fi1G. 3 — Modéle numérique du laser

Nous avons adopté un modele relativement simple tenant compte des ingrédients
essentiels du systeme: gain et non-linéarité, ainsi qu’une gestion de la dispersion chroma-
tique donnant une périodicité a I’évolution temporelle. Le modele numérique utilisé est
représenté sur la figure 1. La section de fibre dopée a I’Erbium est modélisée par I’équation
CGLE ou tous les parametres de I’équation sont différents de zéro. La dispersion de cette
section de cavité est prise normale c’est-a-dire négative et sa longueur est noté Lp. Par
contre, la fibre ayant une dispersion anormale est modélisée par la méme équation ou seul
le terme de dispersion est pris en compte. La longueur de cette fibre est notée L.

Le profil de I'impulsion est suivi apres la fin de chaque tour de cavité. Puisque 'on se
trouve dans un systeme dissipatif, la solution ne dépend pas généralement des conditions
initiales et converge rapidement vers un cycle limite.

4 Pulsations a période courte

Nous appelons ”pulsations a période courte” les pulsations dont la période est com-
parable au temps pour parcourir un tour de cavité. Lorsque cette période coincide avec le
temps de parcours d’un tour, le laser est dans un régime stable de génération d’impulsions,
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c’est-a~dire qu'’il produit exactement la méme impulsion a chaque tour de cavité. (figure 2
a), 4 a))

w
n
T

Dispersive
line 1
deLyg=0.7

Peak amplitude
W
T
I

Peak amplitude

Dispersive
line
dL4=0.75

»
n
T

3 S I S S S 3.5 f !
15 30 45 20 40 60

Q Q
(a) (b)
F1G. 4 — Cycles limites a) de période égale a tour de cavité b) de période 2.

Les figures ci-dessus représentent I’amplitude créte du soliton en fonction de 1’énergie
Q= fj;o | W(z,t) |? dt, d'une impulsion évoluant tout au long de la cavité. Aprés chaque
tour la trajectoire retourne exactement au point de départ c’est-a-dire les impulsions sont
les mémes tour apres tour. Avec un changement des parametres, il est possible de construire
une trajectoire ou la période est égale a deux fois le tour de cavité figure. La période d’une
pulsation devient instable par contre le cycle avec deux tour de cavité est stable. Ce
phénomene est connu sous le nom de doublage de période. L’observation expérimentale
est donnée en figure 2 b).

4.1 Observation expérimentale

Sur la figure 2, est représentée la génération d’un train d’impulsions avec une impul-
sion unique a chaque tour de cavité ainsi que la génération d’un train d’impulsion avec un
doublage de période.

120
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100 .
- oo
‘3 801 SinglePulse o **
g .
601 . Doublet  Triplet
L)
e 0
407 o8 g

100 150 200 250 300 350
Pump power (mW)

F1G. 5 — Diagramme associant bifurcations (doublage de période) et transitions vers des
états multi-impulsionnels.

Pour observer expérimentalement ces cycles limites, nous avons le choix entre modifier
la puissance de pompage ou les pertes intracavité. Lorsque 1’énergie intracavité augmente,
des impulsions multiples ainsi que la formation de multisoliton complexe peuvent étre
favorisées dans la cavité [5, 6]. Le changement de mode du laser avec 'augmentation de la
puissance est représenté sur la figure 5. Quand la puissance de pompage atteint 140 mW,
une oscillation avec un doublage de période apparait. Lorque l'on atteint une puissance
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de 200 mW, au lieu d’avoir des oscillations plus complexes voire le chaos, un doublet
se forme. Par contre le doublage de période disparait. Ce nouvel état formé peut étre
analysé par l'enregistrement de son spectre optique et de sa fonction d’autocorrélation
(figure 6 a), c)). Le doublet est caractérisé par les franges contrastées de son spectre. La
distance entre deux franges est inversement proportionnelle a la séparation temporelle des
deux impulsions et est mesurée grace a la trace d’autocorrélation. L’augmentation de la
puissance aboutit & une autre bifurcation de doublage de période pour P=230 mW. Pour
des puissances encore plus élevée nous observons la création d’une troisieme impulsion. Un
triplet stable est formé pour 300 mW (figure 5). La figure 6 représente le spectre optique
et la fonction d’autocorrélation du doublet et du triplet. En résumé, 'augmentation de
I’énergie intracavité mene généralement a des instabilités. Cependant, elles peuvent étre
évitées par le partage de 1’énergie intracavité entre plusieurs impulsions [3, 7).

1,0 1,0

< 0.8 — 081

o o

2 0] 2 0,6

) )

‘@ 041 @ 044

o L

= JN\/\N V\m =
0,0 / : | ‘ 0,04y ‘ : ‘ ;
1500 1520 1540 1560 1580 1600 6 3 0 3 6

A (nm) Temps (ps)

(a) (b)
F1a. 6 — Caractéristique a) spectrale et b) autocorrélation optique montrant que l’état a
deuz impulsions est un état doublet lié..

5 Pulsations complexes

Le systeme peut évoluer vers des pulsations complexes, telles que des pulsations dont
la période n’est pas une puissance de deux, des pulsations de longue période, ainsi que des
pulsations possédant deux périodes non forcément commensurables, I’'une courte et 'autre
longue [2, 4]. Ce dernier cas est illustré sur la figure 7 a). La figure 7 b) est un exemple
d’un diagramme de bifurcation menant & deux périodes possibles. Nous avons fixé tous
les parametres excepté un, €. Ce diagramme montre I’énergie de sortie Q en fonction de e.
Pour une série de parametres donnés (voir sur la figure), la solution de période-1 est stable
pour €>1,332. 1l existe deux autres bifurcations pour € = 1,292 et ¢ = 1,33, délimitant une
surface de solutions apparemment chaotiques, ou diverses valeurs de QQ peuvent étre obte-
nues. En fait, dans cette région, nous avons une évolution quasi-périodique de I'impulsion
avec deux périodes distingues. Les figures 7 représentant 1’énergie du soliton en fonction
du nombre de tours montre clairement la solution de nature doublement périodique. Aprés
chaque tour, la valeur de Q passe d’une valeur haute (basse) a une valeur basse (haute)
définissant ainsi la double période, ’ensemble étant modulé par une période longue.
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6 Conclusion

La laser a fibre a blocage de mode passif est un systéme dissipatif non-linéaire. Ce
systeme possede un nombre important de degrés de liberté permettant ainsi d’obtenir
de nombreuses dynamiques. Lorsque les instabilités dues a l'augmantation de la puis-
sance de pompage apparaissent, la dynamique du laser réagit en créant des solitons a
période multiple puis en augmentant le nombre de solitons intracavité. Ces périodes ont
pu étre vérifiées numériquement par notre modele de Ginzburg-Landau complexe cubique-
quintique a gestion de parametres.
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Résumé

Les propriétés de dynamique non-linéaire d’une cavité optique photoréfractive
constituée d’un miroir et d’'un matériau photoréfractif non-linéaire pompé par deux
ondes contre propageantes sont analysées. Nous montrons que certaines valeurs du
coefficient de couplage et du coefficient de réflectivité du miroir conduisent & un cycle
d’hystérésis dans 'intensité de 1’oscillation lorsque le rapport des intensités des pompes
varie.

Abstract

We study the non linear dynamics of a photorefractive cavity formed by a ordinary mirror and a
photorefractive crystal pumped by two counterpropagating waves. By selecting the coupling constant
and the reflectivity R, this configuration shows a hysteresis of intensities.

1 Géométrie de l'oscillateur optique semi-linéaire

La cavité photoréfractive est constituée d’un miroir de fond de cavité et d’un matériau
photoréfractif non-linéaire utilisé en tant que miroir a conjugaison de phase pompé par
deux ondes contre propageantes [1].

Pour un tel miroir les lois de la réflexion différent des lois de Descartes. L’onde conjuguée
en phase d’un champ monochromatique est un champ de méme fréquence dont le front
d’onde a la méme forme que celui du champ incident mais se propageant dans la direction
opposée. Ce miroir possede la propriété de produire un faisceau réfléchi dont le front d’onde
reproduit fidelement celui du faisceau incident. Un des intéréts d’un miroir a conjugaison
de phase est d’étre capable de corriger les distorsions du faisceau incident.

La cavité photoréfractive est schématisée sur la figure 1. Afin d’étudier la dynamique tem-
porelle de T'oscillation issue de cette cavité, nous avons résolu numériquement le systeme
composé des équations aux dérivées partielles du mélange & quatre ondes et de I’équation

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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pompe 1 X

Miroir a conjugaison
de phase

wpe 2

Fi1G. 1 — Oscillateur optique semi-linéaire.

z

de la dynamique du réseau d’indice [2, 3].

0A
v L v*Ay
A s
= v
0z 3
0 As
= —U*A 1
= v 1)
0 A} . 1x
824 = —Uv*A]
(T +Dv = F(AfAs+ ApAY)
ou
e les A; sont les amplitudes des ondes j,
e 7 est le temps de réponse du systeme,
e 7l est le coefficient de couplage non-linéaire,

Io= Y5y A%,
e v= ikAn avec An(x) la perturbation de 'indice de réfraction.

Nous ne détaillerons pas ici le développement complet de ce systeme basé sur le
mélange & quatre ondes, qui est décrit dans [4].
Cette configuration correspond au cas d’un réseau a transmission. Lorsque les ondes 3
et 4 oscillent a la fréquence w des ondes pompes 1 et 2, le systeme se trouve dans un
régime d’ondes dégénérées. Il existe un autre type de régime appelé régime d’ondes non-
dégénérées, si les ondes 3 et 4 acquierent un décalage de fréquence ) par rapport aux
ondes de pompe. Ainsi, elles oscillent & la fréquence w =+ €.

2 Etude analytique de l’oscillation dégénérée

La condition pour qu'une oscillation existe est que son intensité soit la méme apres

un aller-retour dans la cavité. Ceci amene a la relation:
RR,. =1 (2)
avec R le coefficient de réflectivité du miroir M de fond de cavité. Le coeflicient de

réflectivité du miroir & conjugaison de phase R est [4]:

_ —2cT
AT + /A2 +4]c|?

(3)

Ry
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avec
T = tanh %
Iy = Ix(I) + 1:(0) + RI3(0)
Q = A2 +4c? (4)

A = I(l) — Ii(0) — RI3(0)
e = {VL(0)[() - I(0)] £ VRIZ(0)}.
En combinant les équations 2, 3 et 4, l'intensité de l'oscillation 3 est déterminée
implicitement par [1, 5]:

19 [e? = h(0) (1) + I5(0) (1) + I5(0)/A2 + 42 5

|e|2 = 11 (0)15(1) 4 I13(0)I2(1) — I3(0) /A2 + 4]c[2

3 Cycle d’hystérésis

Dans cette section, nous considérons des parametres pour lesquels la cavité fonc-
tionne en régime dégénéré. Les valeurs de R et [ étant fixées, deux types de simulations
numériques peuvent étre menées avec les équations (1) afin de déterminer les variations
L) .

I (0) :

— un calcul conduit en prenant comme valeur initiale pour le réseau d’indice de faibles
variations spatiales aléatoires d’amplitude inférieure & 1073. Pour chaque valeur de
r le processus est reconduit. Ceci revient a simuler la dynamique du phénomene
en partant pour chaque valeur de r d’un cristal vierge de tout réseau d’indice et a
démarrer 'oscillation uniquement & partir du bruit da & la lumiere diffusée dans le
milieu,

I3 en fonction du rapport r=

— un calcul mené en prenant comme valeur initiale celle atteinte pour le rapport
r précédent. Ainsi, on simule une dynamique qui s’établit a partir d’un réseau
préexistant.
Afin de prendre des valeurs de R et I en rapport avec l'expérience, nous avons dans un
premier temps tracé les variations de I3 a I’état stationnaire en fonction de 7. Le résultat
est présenté figure 2 par les cercles. Entre chaque mesure, les réseaux d’indice sont effacés
a l'aide d’un lumieére blanche incohérente. La courbe expérimentale met en évidence un
domaine d’existence [Tmin; Tmaz| bien défini pour loscillation. A 1'aide de Iexpression (5),
on peut établir que les valeurs de r au seuil de 'oscillation, notées rs vérifient [3]:

L VTS(VR A /)
(vl) =1In 1

Cette relation, appliquée successivement & 7y, €t rpq, permet d’exprimer R et (1) :

R— vV Tmin T /Tmaz 2 (7)
B VTminTmaz — 1

(71) =—In VvV minTmaz (8)

Ceci permet de déterminer les coefficients R et [ a partir de la mesure expérimentale
des seuils. D’apres la figure 2, nous en déduisons R=R.rs ~0,24 et (y1)~3,13. Le coef-
ficient R est en réalité un coefficient effectif R.f; car sa valeur inclut les pertes de la
cavité telles que ’absorption du cristal, les pertes par diffraction au niveau du miroir et

(6)
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du diaphragme inséré dans la cavité afin de rendre 'oscillation monomode. Avec les va-
leurs numériques précédentes de R et (vl), la solution analytique donnée par ’équation
(5) est tracée en pointillés (cf. fig 2). L’intervalle d’existence [rmin; Tmaz| coincide bien
avec I’expérience. Cette courbe présente un cycle d’hystérésis. L’existence de ce cycle est
confirmé par les simulations numériques (triangles fig.2) utilisant des conditions initiales
du deuxieme type mentionné précédemment. Il apparait qu’avec de telles conditions, on
obtient donc un domaine d’existence de l'oscillation plus grand [r,in; 7f]. Ceci met en
évidence I'importance des conditions initiales. Sur la méme figure, les valeurs numériques
calculées avec des conditions initiales du premier type sont représentées par des croix.
Dans les deux simulations numériques précédentes, nous avons fait varier r par valeurs
croissantes. Si les calculs s’effectuent par valeurs de r décroissantes depuis r >7, quel que
soit le type de condition initiale, ’oscillation n’existe qu’a partir de r=r,4,=61,5.

Dans l’intervalle[rmax;rf], on a une branche instable. Les deux solutions de l'intensité
ne sont pas observables simultanément et leur existence respective dépend des conditions
initiales.

4 Domaine d’existence de 1’oscillation

Dans ce paragraphe, nous envisageons que le régime d’oscillation peut étre quel-
conque, c’est-a-dire dégénéré ou non-dégénéré. Nous cherchons a déterminer le domaine
d’existence de l'oscillation et son régime. Il s’agit donc de trouver les valeurs seuils du
parametre r ce qui sous-entend que les calculs sont menés dans ’hypothese des faibles
signaux pour les amplitudes des ondes d’oscillation A3(z,t) et Ay4(z,t) et par conséquent
les amplitudes des ondes de pompes sont constantes: Aj(z,t) ~ A1(0), Aa(z,t) ~ Aa(l).
Le systeme (1) devient:

oA L
0As e, (9)
0z

(r&+ 1y = F(AjAL+ A2A43)
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Les solutions sont recherchées sous la forme:

Ag(zt) = ag(z) e’ +by(z) e
As(zt) = ai(z) e +b5(2)es? (10)
v(zt) = ni(2)e +ng(z) et

ol ayq et by (resp. aj et b3) sont les amplitudes de 'onde 4 (resp. 3), n; et ng sont les
amplitudes du réseau de réfraction, s se met sous la forme s + is .
En reportant les expressions (10) et en appliquant les conditions aux limites :

Ag(Z:l,t) = 0 Vt (11)
Ag(z=0,t) = VRA3(0,t) Vt,

on trouve la condition pour que des solutions non triviales existent :

- 11 \/7_“ (6\/? — \/7_“)
e TS —

evVRr+1
ou ¢ = *+1. Cette relation permet de prévoir le régime dans le domaine ou l'oscillation

peut se développer.
Si e vaut 1, la relation (12) peut de mettre sous la forme:

14+ 7s vVRr+1

Dans la région R>r, 'argument du logarithme est positif, s est donc réel: les ondes
sont dégénérées. Dans la région R<r, 'argument du logarithme est négatif, s possede une
partie réelle s et une partie imaginaire s* données par :

(12)

~l 72
=+ = 14
1475 + L ( )
L2 2
LU (15)
TS T

avec L =In w.

VRr+1
Les ondes sont donc non-dégénérées. D’apres I’équation (14), la valeur minimale de | 71 |

est 27 : afin d’obtenir des ondes non dégénérées, il faut un coefficient de couplage supérieur
a 2m.

Si € vaut -1, le raisonnement est le méme, L est remplacé par L'=In VIR et la borne

VRr—1

délimitant le type d’ondes ne sera plus R mais 1/R.
Ainsi le domaine d’existence de l'oscillation se scinde en trois parties bornées par R et
1/R. A présent, il nous est possible de déterminer la fréquence au voisinage du seuil de
l'oscillation. Elle est donnée par la partie imaginaire de s c’est-a-dire s~ et vaut f = s~ /7.

Les figures 3 représentent les domaines d’existence et les fréquences de 1’oscillation
pour R=0,1 et vl =7. Le domaine débute a r =~ 3 par des ondes non-dégénérées et se
termine par des ondes dégénérées a r ~ 1,2.107°. Pour r compris entre 9 et 10, il n’y a
pas d’oscillation.
L’accord entre le domaine d’existence prédit par 'analyse précédente et celui obtenu par
simulation du systéme 1 est remarquable. D’apres la figure 3, les deux régimes, dégénéré
et non-dégénéré existent. Pour r <10 c’est-a-~dire a 1/R, l'oscillation est non-dégénérée. La
valeur de la fréquence pour r=6 vaut 0,32 Hz (figure 3 b)). Cette valeur est en accord avec
celle déduite de la simulation des équations 1 (figure 4 a)). Pour r >1/R, oscillation est
de type dégénéré. Par exemple, pour r=80, la figure 4 b) confirme 'absence de décalage
de fréquence.
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5 Conclusion

La simulation d’une cavité photoréfractive basée sur I’oscillateur optique semi-linéaire
permet d’observer un cycle d’hystérésis sur I'intensité de ’oscillation en fonction du rapport
des pompes. Au seuil de loscillation, nous avons développé un modele permettant de
prévoir le domaine d’existence de l'oscillation. Il scinde également ce domaine en trois
parties bornées par R et 1/R. Les prédictions de ce modele avec les résultats des simulations
des équations 1 sont en parfait accord.
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Résumé

Le travail présenté essaie de clarifier certains aspects des modeles neuronaux simples
& conductance. Au moyen de I’étude des bifurcations d’un modele générique de conduc-
tance qui couvre quelques modeles neuronaux tres utilisés [1], [2], [3], nous montrons
qu’il existe un compromis entre I’habilité a présenter des oscillations sous-seuil - pro-
priété qui détermine la sélectivité en fréquence de plusieurs neurones - et 'habilité a
répondre a des variations stationnaires du courant externe - qui est une des propriétés
fondamentale des modeles de conductance. Ce compromis montre les limitations de
ces modeles simplifiés, et nous aide & mieux comprendre les mécanismes sous-seuil des
neurones.

1 Introduction

Les modeles dynamiques neuronaux simples essaient d’extraire les mécanismes fonda-
mentaux qui régissent le comportement des neurones: la génération de potentiels d’action
(spikes) et de bouffées (bursts), la synchronisation ou la sélectivité en fréquence. Les
modeles de conductance présentent une variable correspondante au voltage de la mem-
brane cellulaire, et d’autres variables modelant des canaux et concentrations ioniques
déterminant les courants qui chargent ou déchargent la dite membrane. Ces variables, ou
quelqu’unes d’entre elles, évoluent souvent sur une échelle de temps notamment plus lente
que celle du voltage. On parle donc des sub-systemes rapide et lent, et I’analyse se simplifie
avec cette décomposition.

Pour introduire dans ces modeles des potentiels d’action, au moins deux variables
sont nécessaires: une pour le voltage, qui doit perdre la stabilité a partir d’une certaine
valeur seuil (générant un spike), et une autre plus lente pour activer, quand le poten-
tiel d’action s’est généré, un courant de récupération qui ramene le voltage au niveau
sous-seuil. Néanmoins, les modeles Integrate and Fire (IF) n’emploient qu’une variable,
le voltage. Quand celui-ci dépasse une valeur préfixée, on considere le potentiel d’action
comme généré, et le voltage retourne au valeur sous-seuil. On perd ainsi toute information
sur la dynamique des spikes, mais dans plusieurs cas c’est une approximation pleinement
justifiée.

Pour modéliser des bouffées de potentiels d’action autonomes, il faut ajouter une
troisieme variable (deuxieme dans le cas IF) gouvernant la transition entre I’état du spi-
king et celui de silence. Le modele est alors enrichi avec une dynamique sous-seuil qui, en
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plus des bouffées, peut inclure adaptation, oscillation et résonance [5]. Deux modeles bien
connus dans cette catégorie sont ceux proposés par N. Rulkov et E. Izhikevich respective-
ment.

2 Les modeles de Rulkov et d’Izhikevich

Ces deux modeles partagent beaucoup de caractéristiques. Ils possedent deux va-
riables, une rapide pour le voltage et autre lente, de porte. Pour certaines valeurs de la
variable lente le voltage tend au repos; pour des autres, il perd la stabilité et croit jusqu’a
ce qu’il atteigne une valeur ot 'on considére qu’un potentiel d’action s’est généré, mo-
ment ol le voltage est forcément ramené a la région sous-seuil. La variable lente évolue en
fonction du voltage, alternant entre les valeurs correspondant au repos et a la instabilité.
On présente ici les deux modeles en temps discret, mais les caractéristiques discutées sont
les mémes en temps continu, comme on verra.

La forme du modele proposé par N. Rulkov [1] qui nous intéresse correspond aux
équations:

_TO‘Q—a—i—yn—i—In ifr<-1-9
ar+ (z+ 1) +ys+1I, if —1-$<2<0
T+l — . (1)
yn+ 1+ 1, f0<zez<y+14+1,
-1 ife>y+1+4+1,
Ynt1 = Yo+ Ty +1—0y) (2)

Dans ce modele p est un parametre de petite magnitude, et alors x, est la variable
rapide, représentant le voltage, et y,, est une variable de porte lente. Le modele présente
deux types d’excitations externes: I, entraine directement la variable rapide vers des
voltages plus élevés, donc équivalant au courant injecté dans des neurones réels, tant
que o appartient a la dynamique lente et peut modéliser des effets de modulation.

La figure 1 montre le diagramme des nullclines. La nullcline rapide a deux branches,
une stable (Ns) et autre instable (N,). Pour valeurs de y a gauche du sommet le sous-
systeme rapide a deux points d’équilibre, I'un d’entre eux stable, ou le neurone se repose.
Mais si y,, (ou la stimulation externe I,,) surpasse le sommet, les points d’équilibre dispa-
raissent; x,, s’envole alors jusqu’a atteindre la valeur y 4+ 1+ I,,, ou elle retourne a x = —1
et recommence: la neurone est en état de spiking. Pour sa part, v, augmente quand x,, est
en bas de la nullcline lente x = —1+0,, et diminue autrement. Alors si ’état est au-dessous
de cette nullcline, il suivra de pres la branche stable de la nullcline rapide vers le sommet;
il s’arrétera s’il trouve le point d’intersection avec l'autre nullcline avant de surpasser le
sommet, ou s’élancera en haut produisant un ou plusieurs potentiels d’action.

Le systeme de Rulkov n’a qu’'un état stationnaire. Si u & 0, cet état est stable s’il est
sur la branche stable de la nullcline de x,, et instable autrement. La perte de la stabilité
arrive suite a des variations de la valeur de o,,. Par contre, les variations de I,,, en déplagant
la nullcline rapide horizontalement, n’ont pas d’effet sur la position relative des nullclines,
et alors ne peuvent modifier que provisoirement I’état du systeme.

Les équations du modele neuronal proposé par Izhikevich [2] sont:

Vpe1 = 0.0402 + 6v, + 140 — u, + I, } i v <30
Up+1 = Up + CL(b’Un - Un) (3)
Un41 = C
>
tne1 = -+ d if v, >30
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F1a. 1 — Plan des phases (en haut) et exemple d’évolution (en bas) des modéles de Rulkov
(a gauche) et Izhikevich (a droit)

Dans la figure 1 on voit la similitude avec le modele de Rulkov. La variable v, est
rapide (le parametre a est petit) et représente le voltage, alors que u, est lente et module
la dynamique de v,,. La nullcline rapide a aussi une branche stable N et une autre instable
Ny; la nullcline de la variable lente est une droite. Toutefois, a la différence du modele de
Rulkov, cette droite n’est pas horizontale, et donc coupe la nullcline rapide en deux points.
Que la pente ne soit pas nulle signifie que la variable lente est asymptotiquement stable,
alors que dans le modele de Rulkov elle est neutralement stable. C’est le parametre b qui
décide la pente de la nullcline. Il pourrait étre vaguement assimilé a ’entrée externe o,
dans le modele de Rulkov: des valeurs petites de b situent ’intersection des nullclines sur la
branche stable de la nullcline rapide, tandis que des valeurs plus grandes de b provoquent
la perte de stabilité (comme dans le modele de Rulkov lorsque 'on augmente o,,). Mais
un effet similaire se produit si 'on augmente I,, (i.e., en déplacant la nullcline rapide
horizontalement), car maintenant la nullcline lente est inclinée. Les parametres ¢ et d ne
sont pas importants pour notre discussion.

3 Oscillations sous-seuil

Tant dans le modele de Rulkov comme dans le modele de Izhikevich la bifurcation qui
donne lieu & la perte de stabilité du point de repos (par la variation des courants considérés
comme parametres) est de type Neimark-Sacker (Hopf en temps discret). Si cette bi-
furcation est sous-critique, le neurone sautera immédiatement a un cycle complétement
développé (spiking). Mais si la bifurcation est supercritique, un petit cycle apparaitra.
C’est ainsi que se forment des oscillations sous-seuil.

Pour des valeurs typiques des parametres, la bifurcation dans le modele de Izhikevich
est sous-critique, pendant que celle du modele de Rulkov est supercritique [1]. Alors le
modele d’Izhikevich ne peut pas soutenir des oscillations sous-seuil. Mais les deux modeles
sont localement identiques au niveau de la variable rapide (quadratique par rapport a elle
méme et linéaire par rapport a la variable lente); la différence repose dans la dynamique
de la variable lente, c’est a dire, dans la pente de la nullcline lente.
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Pour mieux comprendre cette relation, nous prenons un modele générique:

Un4+1 = f('Un) — Up + 1, (4)
Uptl = Up + Py — qup + 1, (5)

Ici parametres adimensionnels p et ¢ sont positifs et petits (p,g << 1). Soit (v*,u*)
un point fixe du systéme. La condition nécessaire pour qu’il perde la stabilité via une
bifurcation de Neimark-Sacker, c’est:

1
for) =12, p—g*=uw?>0
I—¢q
La criticalité de cette bifurcation dépend du premier coefficient de Lyapunov, l1, que se
peut obtenir de maniére relativement simple pour un systéme bidimensionnel [6], résultant:

l—gq q
l — [ " U* _(1__) 1_ 1 /U* 2
=t e - (1= ) -l )
Si I7 > 0 la bifurcation sera sous-critique; si I1 < 0, supercritique. Alors, pour 'existence
des oscillations sous-seuil il faudra que le terme en [f”(v*)]? soit aussi positif que possible;
on voit bien que cela équivaut a ce que ¢ soit aussi petit que possible. On acheve un
résultat similaire sur un systéme en temps continu. Dans le modele

fw)—u+1, (6)
U = pv—qu+ Iy (7)

la condition de Hopf est:
fl0)=q, p—¢=w’>0

et le premier coefficient de Lyapunov est:

ll — 8ip fm(’U*) + %[f//(v*)]Q
A différence du cas discret, I; ne peut pas étre négatif si f”/(v*) ne l'est pas; mais il est
également convenable, pour la super-criticalité de la bifurcation, que ¢ soit aussi petit que
possible, puisque son terme est croissant avec q.

L’analyse linéaire manifeste la méme relation. En effet, avant de perdre la stabilité
(soit & travers d’une bifurcation sous-critique ou supercritique) le point fixe, ayant deux
valeurs propres complexes, est une spirale, autour de laquelle le systeme tourne en tombant.
Quoique les oscillations résultantes ne soient pas stables, elles peuvent se tenir longtemps
si la partie imaginaire des valeurs propres du point fixe en est beaucoup plus grande
que la partie réelle; cela suffit pour observer des phénomenes de résonance [4]. Alors une
mesure raisonnable de la capacité de production des oscillations sous-seuil est I’extension
des valeurs du courant I,, pour lesquelles les valeurs propres du point fixe restent proches
a axe imaginaire. Par exemple, dans le systeme 4, 5, les valeurs propres satisfaisant
A+ A2 = f(v*) — q, MA2 = p — qf'(v*), on peut trouver les valeurs de f'(v*) qui leur
(1) _ af"(v") o
I, p—qf'(v*)
1" (v*) reste pratiquement constante pour p, ¢ < 1 dans l'intervalle de v considéré, on
trouve une relation AI, = I;Ef’(’g;e)) décroissante avec ¢ pour chaque valeur de p.

Nous pouvons étendre ces conclusions a des modeles avec 3 variables, comme celui
de Hindmarsh-Rose [3]. Ayant compte que la troisieme variable, qui est rapide, ne dépend

\ 4 . . . . . df’
conféerent un angle 0 prefixé avec I’axe imaginaire. Ensuite, puisque i v




Modéles neuronauzx simples a conductance 125

0.9

Fi1a. 2 — Diagramme de bifurcations du modeéle de Hindmarsh-Rose pour les paramétres 1
et c. H - bifurcation de Hopf; B - point de Bautin; O - oscillations soutenues; N - noeud-col
de cycles. Médaillon: intervalle de courant pour oscillations soutenues en fonction de c

pas de la variable lente, on peut la remplacer par sa valeur asymptotique pour étudier la
dynamique sous-seuil:

- | 2 o h
v o= —v3 430240125 —r—h—1T b o= 03— 20241125 —h—1

Fo= —r+5°%-1 = {
b= 0.025(—h+ 20 +3) h = 0.025(—ch+2v+3)

On a ajouté le parametre ¢ — équivalant a ¢ dans le modele générique (5) — pour varier
la pente de la nullcline lente. La figure 2 montre le diagramme de bifurcations du point
de repos du systeme simplifié en fonction I et ¢. On voit (trait continu) la courbe de
bifurcation de Hopf avec le point de Bautin (changement supercirtique-sous-critique) et
la courbe de bifurcations noeud-col de cycles qui I’accompagne. En trait pointillé on montre
la courbe non-bifurcationelle ol les valeurs propres se situent a un angle tan 6 < .1 de 'axe
imaginaire avant de perdre la stabilité. Comme on verra, la distance horizontale (intervalle
des courants) entre cette courbe et la courbe de Hopf est rapidement décroissant avec c:
plus ¢ augmente, plus la possibilité des oscillations diminue. En méme temps, la perte de
la supercriticalité a lieu avec des valeurs de c¢ croissantes.

4 Simulations et conclusion

Les raisonnements précédents menent a la conclusion suivante: il existe un compromis
entre la sensibilité & des courants externes et la possibilité de soutenir des oscillations sous-
seuil dans les modeles bidimensionnels de conductance avec des échelles de temps rapide
et lente. Si la variable lente est fortement stable, le modele sera tres sensible au courant,
mais incapable de soutenir des oscillations sous-seuil. Si par contre la variable lente est
proche de la neutralité, des oscillations stables ou de longue duration seront observables,
mais la réponse a des changements dans le courant externe diminuera.

Nous corroborons cette conclusion en simulant le systeme discret de Izhikevich pour
divers valeurs de a, conservant ab constant (c’est a dire, nous varions ¢ en conservant p
constant dans le modele generique). L’entrée se compose d’un courant stationnaire I(a,b)
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Fia. 3 — Coefficient de variation CV et sensibilité S en fonction de a pour le modéle de
Izhikevich

qui assure que le point de repos du systeme se trouve en v = —62.7 dans tous les cas, auquel
nous superposons un courant de bruit blanc et un courant poissonien de fonctions alpha
simulant la stimulation synaptique. Le bruit provoque la génération de potentiels d’action.
Nous mesurons le coefficient de variation des spikes (CV = op/ < T >) et la sensibilité
a des accroissements du niveau des courants bruyants (S = dIn fopiking/dIn Ipryyant). La
figure 3 montre le résultat: avec a croissant (g croissant dans le modele générique 5) la
sensibilité augmente, mais le coefficient de variation augmente aussi, a la suite de la perte
progressif des oscillations sous-seuil.
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Résumé

Nous proposons un montage expérimental opto—électronique, dont le but est de
permettre l'investigation pratique des comportements nombreux et variés de la classe
des dynamiques non linéaires a retard.

Abstract

We report an optoelectronic experimental setup, with which various and numerous dynamical be-
haviors can be practically investigated for the class of nonlinear delay differential dynamics

1 Introduction

Les dynamiques a retard ont, entre autres choses, 'intérét surprenant de proposer des
comportements extrémement complexes, a partir de modeles dynamiques d’expression tres
simple. Dans le cas de I’équation (1), nous sommes en présence d’un systeme différentiel
du premier ordre faisant intervenir une variable dynamique scalaire y(t). Le membre de
gauche est connu des le premier cycle universitaire, lors de 'apprentissage des équations
différentielles linéaires, ou encore des phénomenes transitoires de charge et de décharge
d’une capacité dans un circuit RC. Le second membre est moins familier quoique d’expres-
sion assez simple, il s’agit d’une fonction non linéaire f[.] en général bornée dans le cas
d’un systeme physique, et s’appliquant a la variable dynamique retardée d’une quantité
TR ; le tout est multiplié, ou amplifié, par un facteur 3.

dy

y) + 75, @) =06 fly(t —7r)]. (1)

En labsence de retard (7g = 0), le systéme est de type multi-stable, selon le nombre et
la nature des points d’intersection de z = 3 - f[y| avec la premiere bissectrice z = y. Une
rapide analyse linéaire de stabilité montre que les points d’intersection & pente (3 - f'[yr])
inférieure & 1 sont stables, les autres étant instables. La donnée d’une condition initiale
unique permet de déterminer sans ambiguité I’évolution de la dynamique vers un des points
fixes stables existants. En présence d’un retard, les choses se compliquent rapidement : la
taille des conditions initiales passe de un a une infinité de valeurs sur un intervalle de temps
de durée g, soit une fonctionnelle yo(t), t € [—7r;0]. Les conditions de stabilité du point
fixe sont également modifiées, puisqu’elles s’expriment cette fois par la valeur absolue de la
pente qui doit étre inférieure & 1 (les pentes fortement négatives correspondent & des points
fixes stables quand 7z = 0, alors qu’elles impliquent des points tres instables pour 7z > 0).
On voit alors ici clairement que I’augmentation du facteur 8 conduit inévitablement a la
perte de stabilité d’un point fixe (sauf aux points particuliers ou f’ = 0). La condition
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d’instabilité du point fixe de (1) est exactement celle qui concerne les systemes itératifs (&
temps discret) dont la loi dynamique est trés semblable, y,, = 3+ f[yn—1]. Le passage de (1)
a I'application a temps discret est d’ailleurs bien connu; il fait intervenir une approxima-
tion dite adiabatique, pour laquelle on néglige d’une part I'importance du terme différentiel
7(dy/dt) (e.g., transitions infiniment rapide 7 — 0, ou encore variations (dy/dt) “presque
toujours” nulles), et d’autre part on assimile la durée 7 & un pas d’itération n & n + 1.
On observe ainsi des bifurcations en fonction de 3 tres semblables a celles de I’application
logistique (cascade de dédoublement). Bien que les comportements dynamiques du flot &
retard (1) et du map soient treés similaires dans le cas 7 << 7g et (3 faible (premieres
bifurcations en fonction de [3), ils peuvent aussi étre tres différents, en particulier dans le
cas des régimes chaotiques, ou le flot développe des solutions de tres grande complexité
(dimension d’attracteur de plusieurs centaines selon certaines études [1, 2]).

Toute cette diversité de comportements est encore loin d’étre cernée dans sa globalité,
et c’est pourquoi encore de nombreuses études concernent ces dynamiques a retards.
Récemment, il a été montré analytiquement et expérimentalement dans quelles condi-
tions portant sur la forme de la non linéarité, la premiere bifurcation de Hopf peut étre
de nature super—critique ou sous—critique [3, 4]. Les propriétés particulieres des systemes
a faible retard sont aussi étudiées numériquement [5]. L’influence du type de processus
dynamique (ordre de la dynamique, nature différentielle ou intégro—différentielle [6] du
membre de gauche de (1),...) connait également un regain d’intérét dans divers types
d’applications (générateur d’impulsions, oscillateur ultra—stable, cryptographie par chaos
[7], applications radar & I’aide de signaux a large spectre).

Le montage proposé a pour but de permettre une approche expérimentale de ces systemes
a retard, avec la possibilité de pouvoir agir sur un grand nombre de parametres, dans une
large plage de valeurs. Ce systeme physique s’inspire d’un certain nombre d’expériences
antérieures réalisées en optique [8, 9, 10, 11], domaine pour lequel le retard temporel est
typiquement facile & réaliser par une simple longueur d’un milieu de propagation de ’onde
lumineuse. Cette onde porte, quant a elle la dynamique de la variable y(t), au travers
d’une de ses caracétristiques, l'intensité, la longueur d’onde, la phase, ou encore la po-
larisation. Dans notre cas, il s’agira de la longueur d’onde lumineuse émise par un laser
semi—conducteur accordable.

2 Reéalisation pratique

Le systeme expérimental proposé permet d’explorer de maniére assez souple la classe
des flots a retard pouvant se mettre sous la forme intégrale suivante :

y(t) = B - {h(8) % fly(6 — mr)]} (£) = - / Wi —0)- fly6— R0, (2)

ou h(t) correspond & la réponse impulsionnelle d’une processus dynamique linéaire. Dans
Le cas de (1), h(t) = u(t) - exp(—t/7) (avec u(t) la fonction échelon unité valant 1 pour
t >0, et 0 pour t < 0). Un tel processus dynamique non linéaire a retard apparait alors
structuré physiquement de maniere séquentielle, en une boucle d’oscillation comprenant
les éléments suivants représenté schématiquement sur la figure 22.1(a):

— une fonction non linéaire agissant sur une variable d’entrée y(t) et fournissant une
variable de sortie z(t) = fly(t)];

— un retard temporel pur 7 agissant sur z(t), et fournissant f[y(t — 7r)| en sortie;
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— un processus dynamique linéaire, ou encore un filtre linéaire de fréquences élecroniques
(dans le cas de (1), un filtre passe-bas du premier ordre de coupure f. = 1/(277)),
dont la réponse impulsionnelle est h(t) ;

— et un élément de conversion / amplification linéaire, de facteur de sensibilité 5. La
sortie de ce dernier bloc est rebouclée sur le processus de transformation non linéaire
par la fonction f[.].

Conversion/ Fonction }\,(t ) iy )\,(t) Non Linéarité Intensité  J| (t)
Amplification Non Linéaire ¢ ¥ Vi vs. Longueur d'onde
y(t) f [ ] A 3)] Transmission dpil(‘)((]iteo-
10 =T e
Laser semi- isolat -
conducteur optique Filtre de
accordable fréquences optiques
SIyED)]
T | ’ll’a( >>T |
& B i
<o @(‘ K z 7
Filtre Retard * gain Filtre de fréquences  ligne a retard
Linéaire Temporel électroniques électronique
(a) Représentation en schémas-blocs (b) Oscillateur & retard en longueur d’onde

Fi1c. 1 — Montage expérimental, principe

Ce montage a déja fait I'objet de nombreuses études, en particulier il a permis une
démonstration optique de transmission d’information sécurisée par porteuse chaotique
[7, 10]. Le montage que nous proposons est une amélioration du précédent systeéme, dont
le but est plus orienté vers ’étude fondamentale des propriétés des systemes dynamiques
décrits par (2). Comme illustré par le schéma du montage a la figure 22.1(b), la fonc-
tion non linéaire peut étre a priori quelconque; elle doit correspondre pratiquement a la
courbe de transmission d’un filtre optique, a 'intérieur de la plage d’accordabilité d’une
source laser ajustable en longueur d’onde par un courant d’injection (plage d’accordabilité
AN ~ 1,5 nm autour de A9 = 1550 nm, pour une variation de courant de quelques mA).
Cette non linéarité a déja été implémentée a I'aide de deux types différents de filtres op-
tiques ; un filtre biréfringent qui donne lieu & une fonction f[y] = sin[y+¢g] (7 périodes du
sinus sont atteintes dans la plage de variation de longueur d’onde, ce qui correspond a une
non linéarité polynomiale équivalente d’ordre de 15 environ) ; un filtre de type Fabry—Pérot
qui permet d’obtenir une fonction d’Airy f[y] = (1 + msin®[y + ¢o])~!' (également plus
d’une dizaine de pics de transmission du Fabry—Pérot sont practiquement accessibles). Les
fluctuations d’intensité optique résultant de la transformation non linéaire selon le profil
du filtre spectral optique, sont ensuite détectées par une photodiode. On obtient ainsi une
version sous forme de courant électrique des variations dynamiques de grandeurs optiques.
Le signal électrique, aprés retardement, amplification, et filtrage par la réponse impulsion-
nelle h(t) d’un filtre électronique, est finalement appliquée sur I’électrode de modulation
de la longueur d’onde du laser accordable. La boucle d’oscillation est fermée, et le systéeme
réalise ainsi une dynamique non linéaire a retard du type de ’équation (2).

Les phénomeénes dynamiques sont pratiquement limités en vitesse de variation par le filtre
de fréquences électroniques (de réponse impulsionnelle h(t)). Celui—ci opere dans le do-
maine des basses fréquences (jusqu’a une vingtaine de kHz environ), et la dynamique
obtenue est facilement observable a ’aide d’appareils d’acquisition relativement classiques
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(oscilloscope numérique BF, avec FFT). Ceci impose par contre une contrainte particuliere
au niveau de la réalisation du retard temporel. Celui—ci doit en effet intervenir avec des
valeurs de l'ordre de grandeur (plus ou moins une décade) du temps de réponse du pro-
cessus dynamique (7, de l'ordre de la dizaine de us). La mise en oeuvre par voie optique
de ce retard imposerait ['utilisation de plusieurs dizaines de km de fibre optique ; de plus,
une telle réalisation ne permet pas une modification souple de ce retard 7r. La princi-
pale originalité de ce nouveau montage de dynamique non linéaire en longueur d’onde,
réside dans la mise en ceuvre d’une ligne a retard électronique par voie numérique. Cette
ligne & retard utilise des circuits électroniques dédiés a base de convertisseurs analogique /
numérique 12 bits rapides, de mémoires FIFO numériques (First In First Out 2x9bits), et
de convertisseurs numérique / analogique 12 bits. Le choix de cette réalisation est essen-
tiel pour pouvoir disposer d’une ligne a retard extrémement souple d’emploi, puisque la
valeur de T peut étre ajustée tres simplement par une fréquence d’horloge sur presque
trois décades, permettant de réaliser de maniere tres précise des retards de 0,5 ms a pres
de 0,5 s.

3 Reésultats expérimentaux

A laide de systemes d’acquisition automatique (Labview®), il est possible d’enre-
gistrer en continu une série temporelle d’un régime dynamique, en fonction de I’évolution
d’un des parameétres dynamiques; la valeur de ce dernier est également fixée de maniere
automatisée. Les séries temporelles sont traitées, soit en temps réel, soit ultérieurement,
pour obtenir une représentation de type diagrammes de bifurcation. Compte tenu de la
grande variété de régimes dynamiques et de leur complexité, il est en général difficile
de définir une section de Poincaré dans un espace des phases de dimension réduite, afin
d’en extraire une trace “classique” de diagramme de bifurcation. Pour cette raison, nous
représentons souvent les diagrammes de bifurcation de ce type de dynamique a ’aide de
la densité de probabilité de la variable dynamique pour chacun des régimes, ces derniers
étant obtenu pour une valeur précise du parametre de bifurcation. Les diagrammes de
bifurcation concernent en général le parametre gain (3, et permettent d’observer une route
vers le chaos de type cascade de dédoublement de période. Grace a la souplesse du mon-
tage expérimental, nous avons pu effectuer un premier relevé de diagramme de bifurcation
expérimental en fonction du parametre retard temporel 75 (figure 22.2(a)), dans le cas
d’une dynamique du premier ordre (dynamique décrite par 1’équation (1) avec une fonc-
tion sin?). La plage de variation du retard s’étale de part et d’autre de la valeur du temps
de réponse 7 du filtre passe—bas, plage pour laquelle on sait que les instabilités dépendent
fortement des valeurs relatives de 7r et 7. Le gain § a été fixé a une valeur (environ 3)
permettant les instabilités de type chaotique dans le cas 7 >> 7. Nous observons effec-
tivement que pour des retards faibles de 7r/7, un régime de point fixe stable est obtenu.
Pour des valeurs proches de 1, une bifurcation de Hopf a lieu. Autour de la valeur 2, la
forme d’onde du cycle périodique initialement proche d’une sinusoide, devient distordue,
faisant apparaitre des petites ondulations secondaires a l'intérieur d’'une période. La struc-
ture interne de ces cycles devient de plus en plus complexe avec ’augmentation du retard,
jusqu’a atteindre assez brutalement des régimes chaotiques peu apres la valeur de 27. Ce
type de diagramme de bifurcation en fonction du retard temporel est significativement
différent de ce qui est observé avec le parametre gain (3.

A titre de comparaison, un diagramme de bifurcation numérique a été représenté a la figure
22.2(b). 11 a été obtenu par intégration numérique (Runge-Kutta d’ordre 4) du modele



Dynamique a retard en longueur d’onde 131

1y

w== PDF[y] py PDF}y]

0

1 2 SZ}/Z'

(a) Résultat expérimental (b) Résultat numérique

FiG. 2 — Diagrammes de bifurcation en fonction du parameétre retard T

dynamique, avec des valeurs de parametres correspondant a celles mesurées dans le cas
du diagramme de bifurcation expérimental. Une tres bonne adéquation peut étre relevée
entre les résultats numériques et expérimentaux, confirmant ainsi le bon comportement
du systeme expérimental par rapport au modeéle dynamique a retard initialement espéré.

4 Conclusions, perspectives

Nous avons présenté un montage opto—électronique capable de réaliser un grand

nombre de dynamiques non linéaires a retard, afin d’en étudier les propriétés dynamiques
nombreuses et variées, en fonction de plusieurs parametres dynamiques: le type de pro-
cessus dynamique (passe—bas, passe-bande, ordre n quelconque,...), le type de fonction
non linéaire (sin?, fonction d’Airy,...), la valeur relative du retard temporel par rap-
port aux temps caractéristiques du processus dynamique. Un premier exemple de re-
levé expérimental original a été présenté. Il consiste en un diagramme de bifurcation
expérimental a partir du parametre retard temporel. Une trés bonne adéquation qualita-
tive et quantitative est obtenue en comparant avec le résultat d’un tracé similaire obtenu
a partir d’une intégration numérique du modele dynamique.
Les études se poursuivent pour explorer plus en détails la diversité effective de ce type par-
ticulier de dynamique non linéaire. La souplesse du montage permet également d’envisager
de maniere trés directe la réalisation de dynamiques a retards multiples, en imbriquant
plusieurs boucles d’oscillation non linéaires a retard.
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Résumé

Ce papier traite d’une étude expérimentale sur le couplage des mécanismes de
déstabilisation induits par la force centrifuge et la stratification radiale de la masse
volumique d’un liquide confiné entre deux cylindres coaxiaux et verticaux soumis & un
gradient radial de température. Le cylindre intérieur est en rotation. Lorsqu’un faible
écart de température est imposé, un motif de rouleaux inclinés propagatifs apparait
dans une région confinée de la partie inférieure du systeme a partir d’une valeur
critique du nombre de Reynolds. Au-dela de cette valeur critique, le motif croit. Pour
des écarts de température plus élevés, le motif apparait alors au centre. L’inclinaison
du motif dépend du signe du produit entre le nombre de Reynolds et le nombre de
Grashof. Les grandeurs caractéristiques, telles que le nombre d’onde et le nombre de
Reynolds critiques diminuent avec le nombre de Grashof.

Abstract

In this experimental work, we have investigated the coupling between the centrifugal force and
the heat transfer mechanism for a liquid confined in a vertical rotating cylindrical annulus with a
radial temperature gradient. Depending on the value of the radial temperature gradient, inclined
propagative rolls occur in the bottom or in the center of the system giving rise to a finite extent
pattern. The vortex inclination depends on the sign of the product between the Reynolds number
and the Grashof number. The characteristic parameters, such as the critical wavenumber and the
Reynolds number, decrease with the Grashof number.

1 Introduction

Nous nous intéressons aux effets induits par un gradient radial de température sur les
modes d’instabilité du systeme de Couette-Taylor avec seul le cylindre intérieur en rota-
tion. Ce type de configurations est rencontré dans de nombreuses applications industrielles
comme les échangeurs thermiques, les systémes de refroidissement des machines tournantes
ou des composants électroniques, les circuits d’isolation des réacteurs nucléaires [1]. Il est
également présent dans des modeles géophysiques expliquant la circulation de fluides dans
le manteau supérieur ou dans I'atmosphere [2]. La stabilité d’un fluide confiné entre deux
cylindres coaxiaux verticaux avec un gradient radial de température a fait 'objet de nom-
breuses études numériques, théoriques et expérimentales [3, 4, 5]. Il a été montré que les
modes critiques sont axisymétriques et oscillants. Des études théoriques et numériques
[6, 7] se sont intéréssées a 'ajout de la rotation pour mieux comprendre le couplage entre
la force centrifuge et le couple de forces induit par la stratification radiale de la masse
volumique. Toutefois, peu d’études expérimentales [8, 9] se sont intéressées au probléme
du systeme de Couette-Taylor couplé avec un gradient de température. Ces études se sont
limitées a une visualisation de I’écoulement et peu de données quantitatives en ont été
extraites. Dans ce qui suit nous décrirons ces différents motifs observés et en déduirons
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les propriétés de ’écoulement en fonction de deux parametres de controle, le nombre de
Reynolds Re et le nombre de Grashof Gr. Le nombre de Reynolds est défini comme le rap-
port du temps caractéristique de diffusion visqueux 7, = d?/v sur le temps caractéristique
d’advection 7, = (af2)/d. Le nombre de Grashof est défini comme le rapport du temps
caractéristique de diffusion visqueuse 7, au carré sur le temps de la poussée d’Archimede
au carré 74 = (gaATd)/v.

2 Dispositif expérimental

Le systeme se compose de trois cylindres coaxiaux verticaux de méme longueur
H = 57 cm: un cylindre intérieur en aluminium anodisé noir de rayon a = 2 cm,
un cylindre extérieur en verre transparent de rayon b = 2,5 cm et un cylindre d’isolation
en verre transparent de rayon ¢ = 5 cm (Fig. 1). Le liquide étudié, 'eau déminéralisée,
se trouve confiné dans l’espace entre les deux premiers cylindres dont la distance est
d=b—a=0,5cm. Ainsi le rapport d’aspect est I' = H/d = 114 et le rapport des rayons
est n = a/b = 0,8. Le cylindre intérieur et ’espace compris entre les cylindres extérieur
et d’isolation peuvent étre maintenus a des températures différentes respectivement T3
et Ty grace a deux circulations d’eau provenant de deux cryo-thermostats. Un gradient
radial de température 6T = p* (11 — To) = p * AT est ainsi créé dans V'entrefer, ou le
coefficient p dépend de la conductivité des matériaux des cylindres et de ’eau. Dans notre
expérience, p vaut 0,6. Afin de visualiser 1’écoulement, on ajoute 2 % de Kalliroscope
AQ-1000 [10], qui est une suspension de 1-2 % de plaquettes réfléchissantes de dimensions
30 um X 6 pm x 0,07 pm. Deux miroirs plans entourent le dispositif expérimental pour
permettre une visualisation complete de I’écoulement dont nous enregistrons une hauteur
de 32 cm a l'aide d'une caméra 2D [11, 12]. Un faisceau monochromatique issu du laser
He-Ne (A = 638 nm) est transformé par une lentille cylindrique en une nappe plane ver-
ticale perpendiculaire a ’axe des cylindres. L’intersection de cette nappe avec ’entrefer
permet de visualiser une section droite verticale de I’écoulement. Une caméra CCD linéaire
de 2048 pixels enregistre, a intervalles de temps réguliers, un signal de distribution de I'in-
tensité lumineuse le long d’une ligne verticale de la section. Le signal est représenté sous
forme de 256 niveaux de gris. Les lignes ainsi enregistrées sont disposées les unes a la suite
des autres et forment un diagramme spatio-temporel (Fig. 2).

3 Visualisation

Nous étudions le mécanisme de déstabilisation de ’écoulement de base faisant inter-
venir la stratification radiale du moment cinétique et de la masse volumique. Dans cette
perspective, nous imposons au départ la méme température aux deux bains thermostatés.
Puis, nous créons un écart radial de température constant avec une température du cy-
lindre extérieur 75 = 30 °C. Nous augmentons progressivement la vitesse de rotation du
cylindre intérieur. Prés du seuil du motif, cette vitesse est augmentée par pas de 1 mHz.
Ainsi seul un parametre de controle, le nombre de Reynolds, varie tandis que le nombre
de Grashof est fixé.
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Fi1G. 1 — Description du dispositif expérimental.

4 Résultats

Deux types de motifs ont été observés en fonction de I’écart de température. Lorsque
nous appliquons un faible écart de température |67 < 1,8 °C, un motif de rouleaux
inclinés propagatifs apparait dans la partie inférieure du systeme a partir d’une valeur
critique du nombre de Reynolds. Les figures 2 (a-d) représentent des photos d’'un quart
de la circonférence du systeme pour une température du cylindre intérieur 77 = 28 °C
(|oT| = 1,2 °C) et un nombre de Reynolds variant de 46 a 73. La taille du motif augmente
avec le nombre de Reynolds.

Pour des écarts de température compris entre [1,8 °C| et |3,7 °C|, au seuil, le mo-
tif de rouleaux inclinés propagatifs apparait prés du centre du systeme. Une tres faible
augmentation du nombre de Reynolds suffit pour que le motif envahisse tout le systeme.
Les figures 2 (e-h) représentent des photos du motif pour une température du cylindre
intérieur T = 34 °C (|07| = 2,4 °C) et un nombre de Reynolds variant de 21 & 27. Au
seuil, la dynamique spatio-temporelle du motif est caractérisée par une seule fréquence et
un seul nombre d’onde axial (Fig. 2 ¢). Au-dessus du seuil (Fig. 2 d), le motif devient
modulé dans ’espace et dans le temps.

Par ailleurs, nous avons observé que 1’hélicité des rouleaux propagatifs inclinés dépend
a la fois des deux parametres de controle. Cette constatation est en accord avec 1’étude
théorique de Ali et Weidman [7]. Le sens d’inclinaison du motif par rapport a 1’horizontale
dépend du signe du produit entre le nombre de Grashof Gr et le nombre de Reynolds Re.
Son sens de propagation ne dépend que du signe du nombre de Grashof. Ainsi quand la
paroi du cylindre intérieur est chauffée, le motif se propage vers la partie inférieure du
systeme (Fig. 2 d). Par contre, quand celle du cylindre extérieur est chauffée, le motif se
propage vers la partie supérieure (Fig. 2 b).

La figure (5a) représente le nombre de Reynolds critique Re. en fonction du nombre
de Grashof Gr. Nous constatons qu'’il diminue avec |Gr|. Ainsi 'écart de température
déstabilise 1’écoulement.
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Fi1G. 2 — Photos représentant ’augmentation de la taille du motif pour Ty = 28 °C quand
(a) Re = 46, (b) Re = 58, (¢) Re = 66 et (d) Re = 73, pour T1 = 34 °C quand (e)
Re =21, (f) Re =22, (g) Re =24 et (h) Re =27 .

A partir de ’étude des diagrammes spatio-temporels, nous avons extrait des infor-
mations concernant la dynamique de ’écoulement. Les spectres de puissance spatiale et
temporelle permettent d’avoir acces respectivement au nombre d’onde k et a la fréquence
f des motifs. La figure (5b) représente le nombre d’onde critique ¢ = kd en fonction du
nombre de Grashof. Nous constatons qu’il diminue avec le nombre de Grashof |Gr|. Le
chauffage radial augmente la taille des rouleaux. La figure (4) représente le rapport de
la fréquence adimensionnée f sur le nombre d’onde azimutal m en fonction du nombre
de Reynolds Re. Nous constatons que f/m augmente de fagon linéaire avec le nombre de
Reynolds Re.

5 Conclusion

Les propriétés du motif dépendent du gradient radial de température. Nous avons
constaté que le nombre de Reynolds et le nombre d’onde critiques diminuent avec le
nombre de Grashof. Deux types de motifs ont été observés. Pour de faibles écarts radiaux
de température, le motif de rouleaux inclinés apparait pres de la partie inférieure du
systeme et sa taille croit avec le nombre de Reynolds. Pour des écarts de température
1,8 °C< |0T| < 3,7 °C, le motif se forme prés du centre avant d’envahir le reste du
systeme avec 'augmentation de Re. Les motifs ont été étudiés pour une certaine gamme de
température. Il serait intéressant de poursuivre cette étude pour des écarts de température
plus importants. De plus, on pourrait étudier I'ajout d’une faible rotation du cylindre
intérieur lorsque un motif de rouleaux inclinés propagatifs est déja présent dans le systeme
a cause seulement de la stratification de la masse volumique.



Mode d’instabilité primaire dans un anneau cylindrique

200mm  300mm  400mm  S00mm 300mm  400mm
400s - 4003 400s - ~ 4008
1
s 200w 2008 2002 2008
100 100s 100 100s
o [ o 4 [
S R R [ i S
200mm  300mm  400mm 200mm  300mm  400mm
- d - d
(a) (b)
300mm  400mm 200mm  300mm  400mm
400s - — 4003 400s - 4003
1
s 200w 2008 2002 2008
100 00 100 100s
i} R L RS e [} O T T —— a
A T B A T | T R T'
o 0mm  200mm  300mm  400mm  500mm o 0mm  200mm  300mm  400mm  500mm
- d - d

() (d)

F1G. 3 — Diagrammes spatio-temporels du motif pour Ty = 28 °C quand (a) Re = 46, (b)
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Résumé

La ménagerie des attracteurs chaotiques plongés dans des espaces tri-dimensionnels
en est encore au stade de la botanique, attendant une classification plus complete. Bien
que ces prototypes de “fleurs” n’ont ni odeur ni couleur, il est possible, par exemple, de
les écouter tout en les regardant se développer. Dans ce qui suit, seule leur anatomie,
c’est-a-dire leur topologie, sera présentée selon une nouvelle classification reposant sur
les applications de premier retour, les gabarits et les frontieres toroidales.

Abstract

In the 1970, one of us introduced a few simple sets of ordinary differential equations as examples
showing different types of chaos. Most of them are now more or less forgotten with the exception of
the so-called Rossler system published in 1976. In the present paper, we review most of the original
systems and classify them using the tools of modern topological analysis, that is, using the templates
and the bouding tori recently introduced by Tsankov and Gilmore. Thus, examples of inequivalent
topologies of chaotic attractors are provided in modern spirit.

1 Introduction

Bien que les conditions sur la structure algébrique des équations différentielles or-
dinaires qui leur assurent une solution chaotique soient encore manquantes, il y a de
nombreux exemples connus de ces équations produisant du chaos. Toutefois, les différents
types de chaos, entendons par la de topologie différente, ne sont pas si nombreux, au
moins dans des espaces de dimension trois. Ceci résulte du fait que, dans des espaces
tri-dimensionnels, il y a de séveres contraintes topologiques qui restreignent ainsi les pos-
sibilités. De ce fait, il est naturel de caractériser et de classifier les attracteurs chaotiques
sur la base d’une analyse topologique utilisant les gabarits [1] et des frontieres toroidales
récemment introduites [2].

Toutefois, une classification complete de tous les types d’attracteurs chaotiques —
méme restreints a des espaces tri-dimensionnels — avec leurs propriétés topologiques est
encore manquante. A notre connaissance, la seule tentative — & l’aide des propriétés des
applications de premier retour a une section de Poincaré — a été proposée par I'un de
nous au milieu des années 1970 [3]. L’objet de cet article est donc de proposer une classi-
fication plus compléte reposant sur les résultats les plus récents de I'analyse topologique.
Nous nous limiterons ici au cas des attracteurs bornés par des tores de genre 1 et dont
I’application de premier retour est unimodale, c’est-a-dire constituée de deux branches
monotones uniquement.
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2 Gabarit et frontieres toroidales

2.1 Gabarit et application de premier retour

Les attracteurs chaotiques peuvent étre caractérisés par des surfaces branchées, ap-
pelées gabarit qui décrivent ’ensemble de leurs propriétés topologiques. La structure des
attracteurs chaotiques est principalement basée sur des mécanismes d’étirement et de re-
pliement — ou comme nous le verrons de déchirement. Grossierement, ’étirement induit
la sensibilité aux conditions initiales tandis que le repliement produit le mélange des tra-
jectoires, le déchirement réalisant plus ou moins ces deux actions simultanément. De la
résulte 'impossibilité de prévoir a long terme I’évolution des comportements chaotiques.
Un exemple de gabarit est représenté Fig. 1.a. Un tel gabarit permet de prévoir les in-
variants topologiques — quantités invariantes sous une isotopie, soit une déformation
continue sans découpage — tels que les nombres d’enlacement ou les nombres de rotation
relatifs [1].

. Torsion
Repliement locale

négative
Section |+
py Etirement

Torsion
globale
négative

(a) Gabarit de Rossler et sa version schématique (b) Gabarit avec torsion globale

Fi1c. 1 — (a) Gabarit adapté de celui dessiné par Réssler en 1976 [4] et sa représentation
plus schématique. Les deux décrivent les deux ingrédients principaux nécessaires a la pro-
duction d’attracteurs chaotiques, soit l’étirement et le repliement. (b) Gabarit avec une
torsion globale d’un demi-tour, inversant ’application de premier retour.

Le point important est que le gabarit de la Fig. 1.a peut étre associé a deux types
différents d’application de premier retour unimodale représentés Fig. 2. Ces deux applica-
tions sont associées a un repliement (Fig. 2.a) et & un déchirement (Fig. 2.b).

1E ]

T N PR P Yt N 3
11 12 13 14 15 16 17

.
1 2 3 -4 5 9

Y n
(a) Maximum différentiable (b) Maximum non différentiable

FiGc. 2 — Deux applications de premier retour différentes qui peuvent étre associées au
gabarit représenté Fig. 1.a.



Topologies inéquivalentes de chaos 141

2.2 Frontiéres toroidales

Les attracteurs peuvent étre bornés par des surfaces fermées semi-perméables: une
fois & U'intérieure, la trajectoire ne peut en ressortir. Récemment, Tsankov et Gilmore [2]
ont montré que ces surfaces pouvaient prendre la forme de tore de genre g. La sphere est
un tore de genre 0, le tore usuel a un genre égal a 1. Selon le genre, il existe un nombre
limité de formes canoniques. Ainsi, pour un genre g = 0,1,2,3,4,..., il y a respectivement
0,1,0,1,1,... formes canoniques inéquivalentes [2]. A titre d’exemple, la forme canonique
pour le genre g = 3 (Fig. 3.a) peut étre associée au systeme de Lorenz (Fig. 3.b). Les
propriétés de ces frontieres toroidales sont complétement décrites Ref. [2].

Q z‘oluém Hg
(a) Forme canonique pour g = 3 (b) Attracteur de Lorenz
Fi1a. 3 — Forme canonique pour les tores de genre g = 3. Les trous intérieurs entourent des
singularités : le trou central entoure une singularité du type col, les deux autres entourant
des singularités de type foyer.

3 Chaos unimodal borné par des tores de genre 1

Les attracteurs nécessite au moins une application unimodale, c’est-a-dire une appli-
cation de premier retour constituée de deux branches monotones séparées par un point
critique, différentiable ou non. Dans ce cas, il existe un unique mode pour les possibles
bifurcations que subissent les solutions du systéme lorsqu’un parametre est varié. Nous
désignons ce type de comportement par “chaos unimodal”. Le cas du chaos multimodal
ne sera pas discuté ici et nous renvoyons le lecteur a un article plus complet [5].

3.1 Chaos unimodal replié

Un chaos unimodal replié est caractérisé par un gabarit tel que celui représenté Fig.
l.a et une application de premier retour avec un maximum différentiable (Fig. 2.a). Le
premier exemple d’un tel attracteur a été proposé des le début de 'année 1976 [4] comme
solution du systeme

(ksy + kqz)x

r = k kox —

o L fw r+ K

y = ksv—key (1)
uz = kyx+ kgz — k‘92’2 — Fi02

z+ K’
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L’attracteur chaotique solution de ce systeme est représenté Fig. 4. Ensuite, suivrons
plusieurs autres systéemes produisant des attracteurs de topologies équivalentes, dont celui
qui porte maintenant le nom de systéme de Rdssler [6].

Fi1a. 4 — Chaos unimodal replié solution du
systéme (1). Parameétres k1 = 37.8, ko =
14, ks = 2.8, ks = 2.8, ks = 2, kg = 1,

e L B L LA e e

BE)
Fic. 5 — Chaos unimodal avec replie-

ment inversé solution du systeme (2). Pa-
rametres: k1 = 2, ko = 0.9, ks = k4 = 1,

kr =8, kg = 1.84, ko = 0.0616, k1o = 100,
K =0.05, K' =0.02, u =1/25.

ks = 0.5, kg = 0.005, ky = 1.95 et
K=0.1.

3.2 Chaos unimodal avec repliement inversé

Un type d’attracteur 1égerement différent peut étre obtenu: il possede globalement les
mémes propriétés que le gabarit représenté Fig. 1.a avec la différence notable qu’il présente
une torsion globale d’un demi-tour qui a pour effet d’inverser ’application de premier re-
tour (Fig. 1.b). Un tel attracteur est par exemple solution du systéme d’équations suivantes
[7]:

. ksyx
— by 4 ko —
o 1T 2% z+ K
= kax — ksy + kezy? (2)
z = k7 — k62y2

3.3 Chaos unimodal déchiré

Le chaos unimodal déchiré correspond a un attracteur chaotique borné par un tore
de genre 1, un gabarit tel que celui de la Fig. 1.a et une application de premier retour
avec une cuspide comme maximum (Fig. 2.b). Le premier systeme d’équations ayant pour
solution ce type de comportement chaotique a été proposé par Rossler et Ortoleva [8]:

d
izax—l—by—cmy—%
- jzy (3)
=f+gz—hy—
y=[f+gz—hy e

z=k+lxz—mz

L’attracteur correspondant est représente Fig. 6. Ce systeme a la particularité de présenter
une évolution continue d’un chaos de type unimodal replié & un chaos de type unimodal
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déchiré au fur et a mesure que le point singulier de type col se rapproche de ’attracteur
sous diminution du parametre [ [5]. Ce type de chaos est également solution de I'image
du systeme de Lorenz, c’est-a-dire du systeme de Lorenz une fois la symétrie de rotation
réduite [9].

40 Frr T T T T T T T

38 3

yzsi—

uf E

2F 3

T
120

| sl e e e

Y S R Ll
140 160 30 32 3 3 38

T
60 80 100

(a) Attracteur chaotique (b) Application dexpremier retour
F1a. 6 — Chaos unimodal déchiré solution du systéme (3). Paramétres: a = 33, b = 150,
c=1,d=35,e=4815, f =410, ¢ =059, h =4, j =25, k=2.5,1=15.29, m = 750,
K1 =0.01 et K2 =0.01.

3.4 Chaos unimodal déchiré semi-inversé

Le chaos unimodal déchiré semi-inversé se présente un peu comme le chaos unimodal
déchiré a la différence majeure qu'une des branches de 'application de premier retour est
inversé, conduisant & une application constituée de deux branches dont les pentes sont de
mémes signes. Le systéeme d’équations ayant pour solution ce chaos est de la forme [10]:

T=T—TY— 2
y=a*—ay (4)
z=br—cz+d

c’est-a-dire une sorte de systéme de Lorenz dont la symétrie est brisée. L’attracteur chao-
tique est présenté avec son application de premier retour Fig. 7.

4 Conclusion

L’introduction des gabarits et des frontieres toroidales dans l'analyse topologique
et les études numériques des attracteurs chaotiques a permis 'obtention d’une nouvelle
représentation plus consistante. Nous avons proposé ici ce que nous pensons étre une liste
exhaustive des différents types de chaos unimodal borné par des tores de genre 1. Tous les
autres types dérivent de combinaisons de ces quatre types de bases pour fournir des chaos
de type multimodal bornés par des tores de genre 1 ou supérieur.
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15 é
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o b b b b b
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z
X n
(a) Attracteur chaotique (b) Application de premier retour

0,25 L L
0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 05 075

F1c. 7 — Chaos unimodal déchiré semi-inversé solution du systéeme (4). Paramétres: a =
0.1, b =0.09375, ¢ = 0.38 et d = 0.0015.
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Résumé

Nous étudions le décollement d’un fluide newtonien confiné entre deux plaques
circulaires. Pour cela nous nous intéressons a l’évolution de l'interface initialement
circulaire lorsque nous soulevons la plaque supérieure a vitesse constante. Nous com-
mentons la relation entre les motifs observés et la force de décollement mesurée en
fonction du déplacement de la plaque [1].

Nous comparons les résultats expérimentaux aux simulations numériques utilisant
une loi de Darcy modifiée [2] et pouvons ainsi décrire ’évolution non-linéaire des
motifs observés. On remarque d’abord une déstabilisation de l'interface circulaire par
une instabilité du type Saffman-Taylor. On observe ensuite un “coarsening” des motifs
conduisant a la réapparition d’'une interface circulaire jusqu’au décollement complet
des deux interfaces.

Les simulations numériques montrent que pour relier les motifs observés aux forces
de décollement il ne suffit pas seulement de considérer le nombre de doigts, mais
également leur taille. Ceci est en accord avec les observations expérimentales.

1 Introduction

Lors du décollement de deux surfaces on peut observer différents mécanismes de
décollement qui dépendent des propriétés de I’adhésif utilisé. Notamment on observe sou-
vent la pénétration de doigts d’air entre les deux surfaces qui accélere ainsi le décollement.
Il est donc important de caractériser les motifs observés et de les lier directement a la
performance de ’adhésif.

On étudie un adhésif modele tres simple: un liquide newtonien [3, 4, 5, 6]. Nous com-
parons les observations expérimentales des motifs de digitation lors du décollement d’un
tel fluide & des simulations numériques utilisant un modele de loi de Darcy [1]. Nous me-
surons également la force de décollement que nous pouvons ainsi lier aux motifs observés.
La comparaison des données expérimentales et des simulations numériques permet ainsi
de mieux comprendre la relation entre les motifs observés et la performance de I'adhésif.

2 Equations modéles

Nous étudions une goutte de liquide newtonien de viscosité 1 et de tension de surface
o confinée entre deux plaques paralleles de rayon Ry (Fig. 1). Le déplacement vertical de
la plaque supérieure a vitesse constante V aboutit a un écart croisssant entre les deux
plaques: b(t) = by + Vot. La goutte de liquide se contracte donc avec une vitesse de
I'interface U (t) jusqu’au décollement total des deux plaques. Considérant la conservation

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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du volume du liquide A = 7 R3by, le rayon de la goutte est donné par R(t) = Ro+/bo/b(t),

et U(t) = —Vglft()t).

Lors de cette contraction l'interface circulaire se déstabilise et la formation de doigts
du type Safmann-Taylor peut étre observée. Paterson [7] a effectué une analyse de stabilité
linéaire pour une cellule de Hele-Shaw circulaire a épaisseur fixe lorsqu’on aspire le liquide
visqueux par le centre de la cellule. Shelley et al. [2] ont démontré que ce résultat s’applique
aussi a la géométrie que nous utilisons ici. Si on remplace U par la vitesse de décollement

Vb on obtient pour le nombre de doigts au début du décollement :

(1)

1 n abg
n =\/z+— avec T=-—7"—
e 3 67 12Von R}

ou 7 est une tension de surface adimensionnelle et peut étre identifiée comme le parametre
de controle du systeme. On peut tenter d’introduire les variations de R et b avec le temps

dans ce résultat linéaire :
1 n 1 @)
n = — e —
e 3 6T(L+1)92

avec t' = t})/—g. Cette approche simpliste nous montre déja une particularité de ce systeme :
si t est suffisamment grand, l'interface de la goutte devient de nouveau stable. L’aug-
mentation de I’écart entre les deux plaques mene, en effet, a une contraction de la goutte
et & une diminution de la vitesse U d’avancement du front. Par conséquent, les forces
visqueuses diminuent et sont finalement dominées par les forces capillaires.

Pour tenir compte de I’évolution non-linéaire du systeme des simulations sont ef-
fectuées en utilisant une loi de Darcy adaptée a un écoulement en cellule de Hele Shaw a
épaisseur variable. Ces simulations suivent la méthode de "boundary integral” [2].

3 Montage expérimental

FA7 C T

F1G. 1 — Montage expérimental: vue de coté (gauche) et vue du dessus (droite).

Pour nos expériences (Fig. 1) nous utilisons la géométrie plan-plan d’un rhéometre
Stress-Tech avec Ry = 20 mm et nous travaillons avec des écarts initials by entre 0.1 mm
et 0.4 mm. La plaque supérieure est soulevée a vitesse constante Vp = 0.73 pum/s. La
plaque inférieure fixe est en verre ce qui permet de visualiser 1’évolution de l'interface de
la goutte de liquide lors du décollement. Nous pouvons également mesurer la force et le
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F1c. 2 — Ezemple d’évolution de motifs lors du décollement observé expérimentalement (gauche) et en

simulations numériques (droite).

déplacement au cours du temps. Nous utilisons des huiles de Silicone (PDMS de Aldrich)
de viscosité n = 92 Pas, n = 11.5 Pas et n = 28.5 Pas. La tension de surface de ces huiles
est de 0 = 20 mN/m.

4 Motifs observés

Si on compare I'évolution des motifs observés expérimentalement (Fig. 2 gauche)
aux simulations numériques (Fig. 2 droite) on constate qu’elles sont tres similaires. Dans
les deux cas, I'interface initialement circulaire se déstabilise par une instabilité du type
Saffman-Taylor. On observe ensuite la croissance de doigts. Lorsque leur taille augmente
leur nombre diminue ce qui meéne finalement de nouveau & la contraction de l'interface
vers un cercle (non présenté pour les simulations).

Caracterisons les motifs en détail. La théorie linéaire indique que le nombre de doigts
dépend uniquement du parametre de controle 7 et on peut penser qu’il en est de méme pour
I’évolution non-linéaire du motif en fonction de ¢'. Nous étudions ici une série d’expériences
en faisant varier I’écart initial (bg = 0.2 mm, 0.3 mm, et 0.4 mm) pour une huile de silicone
de viscosité n = 92 Pas. Tous les autres parametres restent inchangés (Ryp = 20 mm et
Vo = 0.73um/s). Nous trouvons ainsi 7 = 2.5-1075.8.4-1075 et 2-10~* pour le parametre
de controle du systeme.

Le nombre de doigts en fonction de ¢’ est représenté sur la figure 3. Pour 7 donné
on observe une décroissance au cours du temps comme on peut le voir sur la figure 2 et
comme prédite par les résultats de 'analyse de stabilité linéaire. Par contre, nous précisons
que ’évolution du nombre de doigts ne suit pas une loi de puissance comme donnée par
I’équation 2 mais plutot une loi exponentielle. Nous allons discuter de cette évolution non-
linéaire lors de la comparaison avec les simulations numériques. D’apres la figure 3, il est
clair que le nombre de doigts augmente quand on diminue la tension de surface.

Nous allons maintenant vérifier si I’évolution du nombre de doigts en fonction de
t' est uniquement déterminée par la tension de surface 7. Pour cela nous reproduisons le
parametre de controle 7 = 8.4-107° pour d’autres conditions initiales en utilisant une huile
de viscosité plus faible n = 11.5 Pas et un écart initial by = 0.15 mm. Les résultats sont
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F1c. 3 — Expériences effectuées pour une huile de silicone de viscosité n = 92 Pas et différents écarts
initiauz bp = 0.2 mm (O), bo = 0.3 mm (o) et bop = 0.4 mm (O) et pour une huile de visosité n = 11.5 Pas
et bp = 0.15 mm (e).Gauche: Nombre de doigts en fonction de t'. Droite: Evolution du périmétre en

fonction de t'. La ligne représente I’évolution d’une interface circulaire.

égalements montrés sur la figure 3 et on constate un bon accord. On peut donc conclure
que les données se replacent bien en fonction de 7.

Un autre parametre important est la taille des doigts. Cette taille peut étre quantifiée
en mesurant le périmetre des motifs au cours du temps. Les résultats sont montrés sur la
figure 3 (droite) ot nous avons normalisé le périmetre courant par le périmetre initial. Au
début de ’expérience 1’évolution du périmetre est proche de celle d’'une interface circulaire,
mais il augmente fortement par la suite. Pour des temps plus grands on observe une
diminution du périmetre vers un cercle contractant. Quand la tension de surface diminue
on observe plus de déviations par rapport a 'interface circulaire et les motifs deviennent
donc plus ramifiés.

FI1G. 4 — Gauche: Motifs observés pour les deuz expériences a T = 8.4-107°. A: = 92 Pas et by = 0.3 mm,
B:n =115 Pas et bop = 0.15 mm. Les images sont prises a t' = 0.88 (droite) et t' = 2.19 (gauche). Droite:
Evolution des motifs simulés pour T = 8.4 -107° pour des conditions initiales différentes. Les images sont
montrées a t' =0, 1, 2, and 4.

Intéressons nous a l'effet sur le périmetre d’'un changement des conditions initiales
pour 7 constant. Contrairement aux observations faites pour le nombre de doigts nous
observons dans ce cas une évolution tres différente pour les deux expériences. L’expérience
avec ’écart initial le plus faible montre une digitation beaucoup moins prononcée a méme
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nombre de doigts. Ceci est illustré par la figure 4 qui montre les motifs observés, dans les
deux cas, aux mémes temps t’.

Notre interprétation de ces résultats est que le nombre de doigts est effectivement un
parametre robuste qui dépend uniquement de 7, mais que I’amplitude des doigts n’est pas
seulement fonction de 7 mais dépend d’une facon plus subtile des condition initiales. Cette
croissance est donc difficile a controler expérimentalement. Nous n’avons actuellement pas
encore d’explication précise sur l'origine des ces differences, mais nous pensons qu’elle est
liée aux fluctuations de l'interface initiale. Des expériences systématiques sont en cours
actuellement.

Nous nous concentrons ici sur les simulations numériques avec 7 = 8.4 - 107 en
faisant varier la longueur d’onde de la perturbation initiale ainsi que son amplitude. Une
discussion plus longue peut étre trouvée dans [1]. La figure 4 (droite) montre les résultats
de deux simulations avec le meéme nombre de perturbations initiales distribué autour de
Nmaz, avec une amplitude plus élevée dans le cas A. On constate alors que la simulation
avec la plus grande amplitude des perturbations initiales montre un motif plus ramifié.
Ceci est en accord qualitatif avec les observations experimentales (Fig. 4 gauche).
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F1G. 5 — a: Nombre de doigts en fonction du temps pour T = 8.4-107° pour les simulations montrées sur
la figure 4: A () et B (o). La ligne en pointilliés monire Nmqs. b: Périmétre en fonction du temps pour
A (dotted) et B (dot-dashed). La ligne dashed montre la solution pour un cercle contractant. c¢: Nombre de

doigts mésuré dans les simulations () et dans les experiences (8) pour T = 8.4-1075,

Analysons ces motifs en détail. Le nombre de doigts est représenté sur la figure 5 pour
les deux simulations. Notons d’abord que pour cette valeur de 7, la théorie linéaire prédit
Nmaz = 45. On constate que la diminution de n,,.; avec t' est en assez bon accord avec
le nombre de doigts observé dans les simulations a temps court, mais que 7,4, le sous-
estime pour des temps plus longs. Dans les simulations, le nombre de doigts en fonction
de ¢ semble de nouveau étre un parametre robuste du systéme qui dépend uniquement de
7. Pour les simulations, le périmetre (Fig. 5 milieu) est clairement lié & "amplitude des
perturbations initiales.

Pour 7 = 8.4 -107°, la figure 5 (droite) montre une comparaison entre le nombre de
doigts obtenu dans les expériences et dans les simulations. On observe un bon accord. En
ce qui concerne I’évolution du périmetre, une comparaison directe n’est pas possible, car
nous n’avons pas acces aux perturbations initiales dans les expériences. Cependant, nous
observons un accord quantitatif qui semble indiquer que 'amplitude des doigts dépend
fortement des conditions initiales.
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5 Conclusion

Dans cet article nous avons étudié le décollement d’un fluide newtonien confiné
entre deux plaques circulaires, en comparant les résultats experimentaux a des simula-
tions numériques. En particulier nous avons étudié 1’évolution de l'interface d’une goutte
initialement circulaire quand une des deux plaques est soulevée a vitesse constante.

Les motifs de digitation sont caractérisés par le nombre de doigts et 'amplitude de
ces derniers. Nous avons montré que 1’évolution du nombre de doigts en fonction de '
est un parametre robuste uniquement déterminé par le parametre de contréle du systeme
7. Les résultats expérimentaux sont en bon accord avec les simulations numériques. Ceci
indique qu’on peut utiliser, pour ce systeme, le formalisme de l'instabilité de Saffman-
Taylor adapté a la géometrie d’une cellule de Hele-Shaw a épaisseur variable.

Nous avons trouvé que 'amplitude des doigts, et donc la longueur du périmetre du
motif ramifié est un parametre moins robuste qui ne dépend pas seulement de 7 mais aussi
d’une facon plus subtile des conditions initiales. Les simulations suggerent que la taille des
doigts est fonction de 'amplitude des perturbations initiales de I'interface. Elle est donc
expérimentalement difficile & controler.

Par contre c’est justement la taille des doigts qui influence la force de décollement.
Les simulations numériques ont ainsi montré une diminution de la force de décollement
par rapport au cas d’une simple goutte circulaire qui se contracte, cette dimunition étant
proportionelle a la taille des doigts.

Remerciements A.L. et D.D. remercient Daniel Bonn et Martine Ben Amar pour
des discussions utiles.
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Résumé

Un modele a temps discret d’applications contractantes affines par morceaux couplées
est proposé afin de rendre compte de la dynamique des réseaux de régulation génétique.
Dans le cas des circuits, deux faits remarquables de la dynamique sont: la possibi-
lité d’un attracteur (quasi-)périodique dans un circuit positif, en plus de deux points
fixes; et la possibilité de la coexistance d’attracteurs (quasi-)périodiques dans un cir-
cuit négatif, dans lequel des points fixes sont impossibles. Nous discutons ces régimes
dynamiques en fonction des parametres du modele et expliquons leurs causes (essen-
tiellement das a la formalisation a temps discret qui peut étre interprétée comme une
modélisation d’un délai dans les interactions) dans deux cas simples, les circuits positif
et négatif & deux genes.

1 Introduction

Les réseaux d’interactions et de régulation sont de véritables paradigmes en biologie
du développement. Ils permettent de formaliser, et ainsi de mieux comprendre et prédire,
la régulation de I’expression génétique et du métabolisme nécessaires au développement
des organismes vivants et a leur adaptation a ’environnement. En particulier, il s’avere
que certains motifs dans ces réseaux sont déterminants pour la dynamique de I’expression:
les circuits positifs et les circuits négatifs en font partie. On entend par circuit positif une
chailne de genes en interactions telle que 'action d’un gene sur lui méme a travers les
autres genes de la chalne correspond & une activation. De méme, le circuit est dit négatif
si 'action d’un gene sur lui méme a travers les autres correspond & une inhibition. Pour
ce qui est de la dynamique, il y a essentiellement deux comportements reconnus d’impor-
tance pour la biologie, la convergence vers les états d’équilibre stables fixes (différentiation)
et (quasi-)périodiques (homéostasie, rythme circadien). Nous discutons ici des comporte-
ments oscillants dans les circuits postifs et négatif dans le cadre d’une dynamique a temps
discret.

2 Retards dans les réseaux de régulation génétiques et
modélisation en temps discret

La régulation de l'expression génétique se fait a travers une cascade de réactions
bio-chimiques mettant en jeu des entités moléculaires dont chacune nécessite un temps
de production et possede un temps de vie. Une séquence d’ADN (un geéne) transcrit des
ARNm qui a leurs tour sont traduits en protéines qui opérent comme régulateurs de
I’expression d’un ou plusieurs autres genes. La figure 1 est une illustration dans un cas
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simple avec deux genes. Les temps de transcription sont en moyenne de l'ordre de 2 min
30 s chez les procaryotes et de 5 min chez les eucaryotes (10000 paires de base a ~40
nucleotides/seconde). Les temps de traduction sont de l'ordre de 30 s pour les procaryotes
et ceux de transport (ARNm et protéines) sont de ’ordre de la seconde chez les procaryotes
et 20 min chez les eucaryotes (du noyau au cytoplasme). Il est donc nécessaire quand on
s'intéresse a ’expression génétique de considérer, sinon tout ces temps de synthese et
transport, au moins certains délais dans les interactions entre genes. En outre les temps
de demi-vie des ARNm sont de l'ordre de 2 min chez les procaryotes et vont de 1 min a
24 h chez les eucaryotes, et celui des protéines est de 1 h en moyenne chez les procaryotes
(voir [1] pour plus de details sur les ordres de grandeur temporels).

Action takes time!

— ,,,,,,;\“Activation

Proteins —
N

\
\
\

~\ B P .
Genele > Degradation e Gene2 — e . 1
\ N e ~_
. " RNA -
~. N -
Inhibition——___— Proteins
() (b)

Fi1c. 1 — (a) Schéma simplifié de la chaine d’expression et de régulation entre deux génes formant
(b) un circuit négatif.

Il est possible de rendre compte de certains comportement de la dynamique d’expres-
sion, notamment des oscillations, avec autant d’équations differentielles ordinaires (non-
linéaires) que d’especes moléculaires. Il est aussi possible, et peut étre plus réaliste, de
formaliser la dynamique avec des équations intégro-différentielles pour tenir compte des
délais. Mais ces systemes relevent de ’analyse fonctionnelle et ils sont difficiles a étudier
quantitativement autrement que par des moyens numériques, ou pour lesquels il existe des
résulats & portés purement qualitatifs (existance, unicité d’orbites périodiques, ...) [5].

Une autre approche consiste a étudier des itétations d’applications couplées. La loi
donnant la dynamique ne dérive pas directement, comme pour les ODE, des “lois” de
bases de la cinétique chimique. Plutot, 1’“updating” de la densité de la concentration
d’une protéine se fait a intervalle de temps régulier et en tenant compte du couplage a la
dynamique d’autres protéines et donc du délai nécessaire a l'interaction. Toute 'informa-
tion inconnue sur les détails de la chaine d’expression est “absorbée” dans cette intervalle
de temps, et la cinétique de la dynamique entre deux instants est contenue dans un pa-
rametre, noté a, proportionnel au taux de dégradation de la protéine. C’est également
ce parametre qui fixe (par rapport au pas de temps) l'importance des délais. Pour une
comparaison détaillée des modeles a temps continu et discret, se référer a [6].

3 Dynamique des oscillations dans deux cas simples

3.1 Le modele

Le modele a déja été présenté dans [4]. L’état du systeéme a l'instant ¢ est donné par
un vecteur {xﬁ}ie{o,n_l} € R™ (ou n est le nombre de gene considéré), et la dynamique est
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définie par I’application F: R™ i R" telle que {z!™'} = F({z!}), avec:

ot =axl+ ) Kij H (sij(2f - Ty))) . (1)
Jel;

Le symbole a € [0,1) est le taux de contraction de la dynamique (ou le taux de
dégradation du produit de I’expression), le symbole I; désigne I’ensemble des noeuds qui
ont une action sur ¢ et le symbole H représente la fonction de Heaviside: H(y) = 1siy > 0
et H(y) = 0siy < 0. De plus, K;; représente 'intensité de 'action du gene j sur le gene i,
si; le signe de I'interaction (cf. figure 1 avec s;; = +1 pour une activation et s;; = —1 pour
une inhibition), Tj; la valeur seuil qui détermine l'effectivité de I’action suivant sa position
relative a xj a I'instant ¢. Il est commode de représenter un tel systeme par un graphe ou
les noeuds sont associés aux genes et les fléches aux interactions (cf. figure 1(b)).

3.2 Le circuit positif a deux noeuds

Les résultats formels de ’étude de la dynamique du circuit positif & deux noeuds, i.e
n =2 et sop1 = s10 = —1 dans la relation (1), ont eux aussi été présentés dans [4]. Notre
discussion sera donc ici davantage portée sur 'interprétation de la dynamique. Ce circuit,
appelé “toggle-switch”, correspond au systéme synthétisé et étudié expérimentalement
par Gardner & al. [3]. Dans ce cas, la dynamique (1) se réduit & une application affine
par morceaux du carré [0,1]%, les morceaux correspondant aux atomes de la partition de
la figure 2(b). En outre, ces atomes correspondent aux différentes valeurs des paires de
symboles 0y1610, ot 6;; est la valeur que prends la fonction de Heaviside (1) dans ’atome
correspondant: soit 00, 01, 10 et 11.

X1
Cop——
| O
P Tor | 01 i 00 —
0 .\\ L o ] i / ‘
— 11 © 10
| TR
Tio 0

Fi1G. 2 — (a) Circuit positif. (b) Espace de phase et sa partition. (c) Graphe des transitions
éventuellement possibles.

Etudiant la dynamique de cette application [2], on obtient que les suites symboliques
admissibles (i.e les codes des orbites globales appartenant a lattracteur) sont certains
chemins infinis dans le graphe de la figure 2(c). On sait de plus que ces suites correspondent
a des chemins infinis qui ne ce terminent pas par 00° ni par 11°°. En d’autres termes,
pour tout z! dans I’atome correspondant a 00 ou a 11, il existe 7 > 0 tel que 27 et 2!
sont dans des atomes différents.

Une analyse plus fine de la dynamique [2], basée sur des résultats de dynamique
d’applications contractantes du cercle, démontre que les seules suites admissibles sont de
fait les suites suivantes:

— les suites constantes 01°° et 10°°. Ces suites sont les codes des points fixes stables.
Les points fixes ont pour coordonnées (0,1) et (1,0) respectivement (cf. figure 2(b))
— si les parametres sont bien choisis, des suites telles que 6 = 0% = 6" pour tout ¢, et
{6} est le code d’une rotation (contractante affine par morceau) sur le cercle. Les
orbites correspondantes sont alors données, modulo un changement de variable, par
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une rotation d’angle v, appelé nombre de rotation.! Ces orbites sont périodiques si
le nombre de rotation est rationnel, quasi-périodiques sinon.

Ainsi, en plus des solutions stationnaires mises en évidence par le modele différentiel pro-
posé par Gardner & al. [3], le systeme a temps discret présente, dans certaines régions des
parameétres, des oscillations permanentes dans un voisinage (dépendant de a) de la diago-
nale. Ces oscillations sont imputables aux délais, et absentes des équations différentielles
ordinaires. Leur interprétation est la suivante. Lorsque les deux genes ont des seuils d’ac-
tion et des niveaux d’expression initiallement proches , le retard de chacun a réagir au
niveau d’expression de I'autre permet aux deux de franchir les seuils avant d’intégrer 1’in-
formation sur I’état de ’autre. La situation peut alors se répéter en sens inverse avec un
retour au niveau de départ et un accrochage de fréquence comme décrit ci-dessous.

) v(0.8,T) T =Tip = Tp14 Tor
X 1
0 1 0 ol
<“) ! ®) ’ © Mo

F1G. 3 — (a) Graphe de Uapplication T1g = Toy =T — v(a = 0.8,T). (b) Plot en niveau de gris
de Vapplication (a,T) — v(a,T) (Blanc = v =0 - Noir = v =1). (¢) Plot des domaines dans la
section a = 0.8 de l’espace des paramétres.

Les régions des parametres d’existence de ces oscillations sont explicitement connues
suite & un calcul analytique, cf. figure 3. Sur cette figure 3(c) on a représenté, en niveau
de gris, pour une valeur de a fixée 3(b), les régions des parametres Thg et Tp; d’existence
d’oscillations de nombre de rotation v. Ces régions sont des carrés autour de la diagonale
principale, ayant une structure fractal. En particulier, la fonction qui associe & un point
de la diagonale Ty9 = Tp; = T, le nombre de rotation de l'oscillation, soit v(T'), est
une fonction décroissante et continue, en forme d’escalier du diable 3(a). De la forme des
domaines dans I’espace des parametres (figures 3(b) et 3(c)), on voit que les dynamiques
donnant des attracteurs périodiques sont structurellement stables.

3.3 Le circuit négatif a deux noeuds

Dans cette section, nous présentons une partie des résultats de I’étude du circuit
négatif a4 deux noeuds, i.e n = 2 et sp1 = —1, s19 = +1 dans la relation (1) (cf. figure
1(b)) [2]. Cette différence avec le circuit positif dans le signe de sjp a une conséquence
significative puisque, comme le montre le graphe des transitions possibles (cf. figure 4(c)),
la dynamique ce fait cette fois en visitant sucessivement les quatre atomes dans le sens
trigohardépégdanaetdas cha dtitddeseqtiendddsagénalsteur en fonction des parametres (a,710,701)
du modele est ici moins bien connue que dans le cas positif. La raison en est que ’on peut

1. Précisément ces orbites ont pour expression x} = x5 = ¢(vt + a), oll « est arbitraire et ol le nombre
de rotation v est unique et completement déterminé par les parametres. De plus, le changement de variable
¢ est un endomorphisme du cercle qui préserve ’orientation.
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Fi1G. 4 — (a) Circuit négatif. (b) Esp. de phase et partition. (c) Graphe des transitions possibles.

classer les composantes de 'attracteur en deux classes: celles engendrées par des applica-
tions du carré qui peuvent étre conjuguées & des rotations du cercle? (les composantes sont
alors dites régulieres), et celles qui ne peuvent pas I’étre (composantes dites irrégulieres).

Les premieres sont bien comprises dans la mesure ou I'on connait explicitement (i.e
analytiquement) les caractéristiques des composantes (fréquence v et temps de séjour
par atome) en fonction des valeurs (en fait domaines) des parametres. On montre que
ces domaines (classes d’équivalence de dynamiques assurant leur stabilité structurelle)
de parametres associés a des composantes régulieres sont distribués dans tout ’espace
des parametres (cf. figure 5 pour certaines d’entre elles et commentaires). Le méme type
d’étude que pour le circuit négatif quand a la dépendance du nombre de rotation v vis-a-vis
des parametres peut étre menée [2] (cf. figure 3(a)).

1—"011 i I i
i =
07
Y
06 5
osfi=—| | (0%
04 B
03
0.1 ;;7 ‘| I‘
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
a=0.5 a=0.85

F1G. 5 — Domaines des parameétres (T10,101) correspondant a des applications du carré conjuguées
a des rotation du cercle pour trois sections de l’espace des paramétres: a = 0.5, 0.7 et 0.85. A chaque
domaine est associé un nombre de rotation v(a,T19,1p1) et un temps de séjour par atome (ici un
seul itéré dans 01 et 00 et un nombre arbitraire d’itérés dans 10 et 11). Le domaine « corespond aux
orbites de code (01001011)>°, B & (0100(10)%11)>°, § a (0100(10)2(11)?)>°, v a (010010(11)2)>°,
etc. Il existe dans les régions non recouvertes (i.e en blanc) d’autres domaines non représentés
correspondant o des composantes régulieres, certains pouvant se recouvrir selon la valeur de a.

De plus, ce systeme a la particularité de permettre la coexistance de plusieur compo-
santes périodiques. Par exemple, la figure 6(a) montre le cas le plus simple (pour 179 =
To1 = 0.5) avec coexistance de 4 composantes (v = 4,8,12,16) parfaitement symétriques
par rapport a Uintersection des seuils. La figure 6(b) montre un cas de cascade de bifur-
cation et d’accumulation (a;) des composantes périodiques lorsque a — 1.

2. Il s’agit en fait du cercle partionné en quatre et sur lequel les orbites décrivant les composantes de
I'attracteur ont pour expression =i = n(vt,L(01) + L(00),v) et x5 = n(vt — L(10),L(00) + L(10),v), ot
L(..) est la longueur de I’arc de cercle correspondant & ’atome de la partition, et n un endomorphisme du
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z1

T1o,To1°°

To1

0.45 |-
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0 i 1 2o ot 05a2 R a3 a: .
F1G. 6 — (a) Bassins d’attraction des composantes de lattracteur pour a = 0.9 et Tyg = Tp; = 0.5
(coezistance de 4 composantes dont seule la période 16 est tracée (points noirs), celle de période
12 est la seule a avoir un bassin connexe (gris clair)). (b) Projection bidimensionelle des domaines
des paramétres (interieur des paires de courbes symétriques par rapport a la droite Thg = To1 =
1/2) d’admissibilité des codes uniformes de période 4p, avec p de 1 a 5. Le domaine pour p = 1
correspond au carré blanc central de la figure 5, les autres valeurs de p n’y étant pas représentées.

4 Conclusion

Nous avons ici présenté des résultats de I’étude détaillée de la dynamique menée dans
deux cas simples de circuits, les circuits positif et négatif & deux noeuds. Bien qu’ils ne
disent pas tout sur la dynamique des circuits de taille quelconque, ils sont représentatifs
de la phénoménologie de la dynamique des circuits dans le cadre de la dynamique a temps
discret proposée [2]. Nous avons mis en évidence les effets sur la dynamique de retards
dans les interactions, en comparaison a des modeles a temps continu sans retards. Il en
ressort une dynamique plus riche qu’il est possible de décrire quantitativement en fonction
des parametres du modele.
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Résumé

La méthode d’analyse du chaos basée sur une caractérisation des orbites périodiques
instables par la théorie des noeuds est une approche puissante mais est limitée par
le fait que la théorie des noeuds n’a de sens que dans un espace a trois dimensions.
Cependant, les principes fondamentaux sur lesquels cette approche repose, a savoir le
déterminisme et la continuité, sont valides en dimension arbitraire. Nous proposons ici
un nouveau formalisme dans lequel ces principes sont réalisés sur des surfaces trian-
gulées plutot que sur des courbes. Comme premier pas vers un formalisme applicable
en dimension supérieure, nous montrons que cette approche simplifie considérablement
le calcul des entropies topologiques des orbites périodiques en dimension trois.

Abstract

The topological analysis of deterministic chaos based on a knot-theoretic characterization of uns-
table periodic orbits has proved a powerful method, however knot theory can only be applied to
three-dimensional systems. Still, the core principles upon which this approach is built, determinism
and continuity, apply in any dimension. We propose an alternative framework in which these prin-
ciples are enforced on triangulated surfaces rather than curves. As a first step toward a formalism
applicable in higher dimensions, we show that our approach simplifies significantly the computation
of topological entropies of three-dimensional periodic orbits.

1 Introduction

Si les signaux temporels associés a un régime “chaotique” paraissent généralement
désordonnés et erratiques, une représentation géométrique de la dynamique, ot chaque
état est représenté par un point dans un espace des phases, permet d’en mettre en évidence
la nature déterministe [1]. Comme 1’état d’un systéme & un instant donné détermine
entierement son futur, par un point de l'espace des phases ne peut passer qu'une seule
trajectoire. L’examen d’un attracteur chaotique montre ainsi que des trajectoires voisines
ne sont pas disposées au hasard et ont des vecteurs vitesses presque identiques (Fig. 1a).

On sait que tout attracteur chaotique contient une infinité d’orbites périodiques in-
stables, associées a des trajectoires fermées dans ’espace des phases [1, 2] (Fig. 1b). Comme
pour les autres trajectoires, le déterminisme interdit & ces orbites périodiques de se croiser
en un point. Or, il existe une branche des mathématiques qui s’intéresse naturellement
aux courbes fermées sans intersections: il s’agit de la théorie des noceuds.

Cette observation forme le point de départ de l’analyse topologique du chaos [2, 3], qui
se propose de caractériser ’enchevétrement des orbites périodiques instables a l'intérieur

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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F1G. 1 — (a)Des trajectoires voisines dans l’espace des phases ont des vecteurs vitesse semblables.
(b) L’enchevétrement d’orbites périodiques peut étre caractérisé par la théorie des neeuds.

de Dattracteur chaotique (Fig. 1b). Ce qui rend cette approche particulierement perti-
nente est que I'entrelacement des orbites n’est pas quelconque, mais organisé de maniere
systématique par les processus d’étirement et de repliement qui faconnent ’attracteur
chaotique. C’est ce que montre le théoreme de Birman et Williams, qui établit que toutes
les orbites périodiques d’un flot chaotique peuvent étre projetées sur une surface bidi-
mensionnelle & plusieurs branches (un gabarit), sans modifier aucun de leurs invariants
topologiques [4]. Ce théoreme forme la base d’'une méthode de caractérisation qui consiste
a extraire un certain nombres d’orbites périodiques d’une série temporelle donnée, et a
déterminer le gabarit le plus simple compatible avec leurs invariants topologiques [2, 3].
Cette méthode s’est révélée extrémement puissante et a non seulement permis de classi-
fier les différents régimes chaotiques que peut présenter un systéme [2], mais également
d’étudier les contraintes topologiques qui pesent sur les séquences de bifurcations [5], de
construire des codages symboliques d’attracteurs étranges [6], et de mettre en évidence la
présence de chaos déterministe dans des séries temporelles courtes ou non stationnaires [7].

Cependant, cette approche souffre d’une limitation importante : la théorie des noeuds
n’est bien définie que dans des espaces de dimension trois: en dimension supérieure, deux
courbes fermées peuvent toujours étre déformées I'une dans 'autre sans induire de croi-
sement. Or, les principes de déterminisme et de continuité valent en dimension arbitraire,
et les contraintes qu’ils imposent a la structure des trajectoires dans I’espace des phases
doivent dans tous les cas pouvoir étre caractérisées de maniere topologique. Il doit donc
étre possible de construire une analyse topologique en dimension arbitraire, a condition de
réaliser que la théorie des nceuds, aussi élégante soit-elle, n’est qu’une auxiliaire pratique
en dimension trois, et de savoir la sacrifier.

2 Formulation “intégrale” du principe de déterminisme

Interdire 'intersection de trajectoires de dimension d = 1 ne mene a des configurations
topologiquement distinctes qu’en dimension trois, car ce n’est qu’alors que la codimension
D — 2d de ce probleme géométrique est égale a 1. Il a été proposé récemment de baser
I’analyse topologique du chaos sur une autre formulation du principe de déterminisme,
plus précisément sur le fait que l'orientation d’un élément de volume de l’espace des
phases n’est pas modifiée sous l'action du flot [8]. En termes plus concrets, la surface
d’une particule de fluide dans un écoulement ne se retourne pas au cours du temps:
Iintérieur et ’extérieur restent distincts au cours du temps. Cette formulation du principe
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de déterminisme est au théoreme de non-intersection de deux courbes ce que le théoreme
de Gauss de I’électromagnétisme est a I’équation de Maxwell dont il dérive, c’est-a-dire sa
forme intégrale. Elle s’adapte naturellement & des espaces des phases de dimension arbi-
traire, puisqu’il s’agit d’interdire qu’un point ne croise une hypersurface, qui est toujours
de codimension 1.

Lorsque I'attracteur peut étre plongé dans R™ x S (par exemple, dans un systéme
forcé), c’est-a~dire quand on peut le découper en sections de Poincaré n-dimensionnelles
paramétrées par ¢ € S, il est plus simple d’appliquer cette formulation du principe de
déterminisme & une hypersurface de la section de Poincaré (Fig. 2).

o7

Fic. 2 — Sous laction du flot, les éléments de volume des sections de Poincaré ainsi que leurs

bords gardent leur orientation.

3 Orbites périodiques, triangulations et substitutions

De maniere a construire une analyse topologique de signaux expérimentaux, éventuel-
lement de courte durée, nous devons continuer a baser notre approche sur les orbites
périodiques, qui sont en effet les seules trajectoires d’un attracteur chaotique dont la
dynamique asymptotique puisse étre obtenue en un temps fini. Elle ne peut donc dépendre
que de la donnée des p intersections d’une orbite avec chaque section de Poincaré, a partir
desquelles nous devons déterminer 1’évolution de surfaces attachées a ces p intersections.

0=27

(b)

Fi1G. 3 — (a) espace triangulé basé sur des points périodiques P; dans une section de Poincaré. (b)
Le flot induit une application de cet espace dans lui-méme, ici pour une orbite de période 5.

Pour cela, nous représentons la dynamique dans un espace triangulé dont les noeuds
sont les p points périodiques P; dans une section de Poincaré (avec F(P;) = Pit1), F étant
Papplication de premier retour dans la section). Dans cet espace, les points sont les points
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périodiques P;, les courbes sont formées de segments de droite (P;,P;) = (ij) reliant deux
points périodiques, les surfaces bidimensionnelles sont construites a partir de triangles
(P, Pj,Py) = (ijk), etc (Fig. 3a). De maniere générale, une surface m-dimensionnelle est
constituée de simplexes basés sur m + 1 des points périodiques. Lorsque 'on passe de
section de Poincaré en section de Poincaré, les points périodiques P; se déplacent dans le
plan de section et donc également les simplexes qui leur sont attachés (Fig. 3b). On peut
espérer que la dynamique de ces simplexes reflete celle des surfaces de ’espace des phases
sous l'action du flot. Chaque application F}, induite dans I’espace .S,, des simplexes a m
dimensions doit étre continue, inversible et préserver [’orientation.

On se limite ici au cas de R? x S'. Le plus petit élément de volume d’un espace
triangulé de points périodiques dans une section de Poincaré & 2D est un triangle (P;, P}, Py)
basé sur trois points périodiques P;, Pj, Py. Soit Pj(y) la position du point P; dans la

section repérée par ¢, avec P;(0) = P; et P;(2mr) = Pij;+1. La maniere la plus simple de
décrire I’évolution de T' = (F;,P;,Py) de section en section est donnée par
T(p) = (Pi(¢),Pi(¢).Pe(0)), (1)

ce qui ménerait a une application de premier retour triviale
Fy(T) =T (27) = (Pix1,Pj41,Pes1), (2)

'l ne fallait pas introduire des reégles supplémentaires pour préserver I'orientation. Tant
que T(p) garde son orientation initiale, (1) convient parfaitement. Cependant, il est
fréquent qu’a un instant ¢ = g, 'un des trois points [disons Py(¢)] passe entre les
deux autres, changeant 'orientation du triangle (P;(¢),P;(¢),Py(¢)) (Fig. 4). Appliquer
naivement (1) ferait alors que T' = T'(0) et F»(T") = T'(27) aient des orientations différentes,
ce qui violerait le principe de déterminisme: il nous faut donc modifier la représentation
de la dynamique. Il se trouve qu’il existe une solution élégante a ce probleme.

T((Po)
BRAN

T(0)

T(2m)

e

Fi1c. 4 — Lorsque des points périodiques changent de position dans des sections de Poincaré suc-

cessives, le triangle qu’ils forment peut changer d’orientation.

Un triangle dégénéré (tel que T'(pp) a la Figure 4) est semblable & un ballon aplati
dont la surface peut étre décomposée en deux faces superposées. L’évolution du triangle
viole apparemment le déterminisme quand les faces semblent se traverser et donc étre
échangées. Il faut alors garder a 'esprit que seul le mouvement des points périodiques est
fixé par les données expérimentales, la dynamique des “surfaces” étant ensuite interpolée.
Pour préserver le déterminisme, il faut supposer que les deux faces ne se croisent pas et
nous pouvons 'imposer en les intervertissant au moment du retournement, annulant ainsi
le changement d’orientation.

Cette “astuce” est illustrée a la Figure 5 ou les deux surfaces qui se font face au
moment de l'inversion sont représentées en traits plein et pointillé. Le point clé est de



Un nouveau formalisme pour ’analyse topologique du chaos déterministe 161

construire la dynamique de maniere & ce que la surface de gauche (trait plein) reste a
gauche et la surface de droite (trait pointillé) reste a droite, ce qui est conforme au bon sens.
Etant donné que la surface de gauche (resp. droite) est constituée du chemin (ik) 4+ (kj)
(resp. (ij)) avant l'inversion et du chemin (ij) (resp. (ik) + (kj)) apres, leur position
relative est préservée en associant I'inversion du triangle avec la régle dynamique suivante:

(i) — (k) + (kj) (3)
(ik) + (ki) — (ij) (4)

] Je~

F1a. 5 — Inversion d’un triangle. L’identification des chemins en trait plein (resp. pointillé) dans
les configurations de départ et d’arrivée conduit & la substitution (3)-(4)

Pour mettre en application cette dynamique, on peut se représenter les chemins vi-
sitant les segments e;; = (ij) dans un ordre donné comme des mots dans un langage A*
d’alphabet A = {e}, }, et (3)-(4) comme une substitution ij qui dans chaque mot w rem-
place la lettre e;; par la chaine e;ey; et la chaine e;pey; par la lettre e;; [donc (0‘%)2 =1].
Par exemple,

k P A~ = . —— ——
055 €klCli €ij €jlCli €ikCkj €ji - .. = CLICl CikCLj €jICli €ij €jkCLi- .-
N—— N~~~

Les afj engendrent une dynamique non triviale, car I'image d’un chemin dépend de la

maniere dont les points périodiques tournent I’'un autour de ’autre. Malgré sa simplicité,
cette dynamique reflete fidelement celle du flot autour de l'orbite, comme on peut le
montrer par le fait qu’elle permet de calculer ’entropie topologique de ’orbite.

En énumérant les intersections d’une orbite P avec des plans de section consécutifs, on
construit une liste de [ inversions de triangle Ufsjm’ et a partir de la un systeme dynamique

substitutif 7 qui transforme un mot w € A* en un autre mot:

k k2 Kk
Fiiw—w = Noyl - 05,005 w (5)
ou Nejj- -+ =ey1)(j+1) - Prenons Pexemple de l'orbite périodique de la Figure 3b. On

trouve que Fy = N 0330350130%5, qui conduit au systeme de regles asymptotiques:
€14 — €25, €15 — €25 €51, €25 — €35 €51, €35 — €41. (6)

On voit facilement que quand on itere (6) en partant d’'un mot w, la longueur |Fj™(w)]
du m-ieme itéré diverge quand m — oo. Cela indique que les trajectoires dans le voisinage
de l'orbite sont indéfiniment étirées par le flot. La quantité:

h(P) = lim In A" (w)]

m— o0 m

(7)

devrait étre égale a l’entropie topologique de 'orbite [9] et est obtenue comme le loga-
rithme de la valeur propre dominante de la matrice de transition (M), dont les éléments
indiquent combien de fois un segment €’ apparait dans Fj(e).
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Orbite Ce travail TT Orbite Ce travail TT
01101 (1]1 0.4421 0.4421 | 00010 (1)1 0.3822 0.3822
001011 (1)1 0.3460 0.3460 | 000101 (1)1 0.5686 0.5686

00101 91 0.4768  0.4768 | 0001 91 0.6329  0.6329
001010 Y1 0.4980  0.4980 | 00011191  0.5686  0.5686
001 91 0.5435  0.5435 | 00011 91 0.3822  0.3822

001110 91 0.4980 0.4980 | 000010 91 0.4589 0.4589
00111 91 0.4768 0.4768 | 00001 91 0.6662 0.6662
001111 91 0.3460 0.3460 | 000011 91 0.4589 0.4589
001101 91 0.4980 0.4980 | 000001 91 0.6804 0.6804

TAB. 1 — Entropies topologiques obtenues pour les orbites d’entropie positive et de période
inférieure ou égale a 8 de lapplication du fer d cheval de Smale, avec l'approche décrite
ici (colonne 2) et avec 'algorithme “train-track” (“TT”,colonne 3). [9, 10].

Pour les 746 orbites de l’application du fer a cheval [2], nous avons calculé I'entropie
topologique obtenue au moyen de I’expression (7) et celle obtenue par un algorithme basé
sur la théorie des noeuds [9, 10]. Comme l'illustre la table 1, nous avons obtenu un accord
parfait entre les deux approches pour toutes les orbites. Ce résultat ne peut étre le fruit
du hasard et montre que le formalisme que nous proposons est équivalent & celui basé sur
la théorie des noeuds, tout en présentant I'immense avantage de pouvoir en principe étre
étendu aux systemes de dimension supérieure, car interdire le changement d’orientation
des éléments de volume a un sens en dimension arbitraire. Nous espérons pouvoir bientot
proposer un formalisme en dimension quatre, méme si certains points restent a éclaircir.

D’ores et déja, nos travaux préliminaires indiquent que le nouveau formalisme représen-
te un progres des la dimension trois. En effet, un systeme tel que (6) peut étre associé a un
mot invariant vérifiant F} (ws) = Weo, et la structure de ce mot invariant semble contenir
des informations sur la dynamique symbolique de l'orbite et sur le gabarit le plus simple
compatible avec les invariants de l'orbite.
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Résumé

A Cornell University, nous avons développé un systeme de mesure lagrangienne
de trajectoire de particules advectées par un écoulement turbulent. En utilisant des
7silicon strip detectors”, on obtient la résolution temporelle nécessaire pour estimer
l'accélération. La statistique des composantes d’accélération est fortement non gaus-
sienne et celle de 'amplitude est proche d’une distribution lognormale. On observe
une dépendence statistique entre accélération et vitesse par I’étude de la variance de
l'accélération conditionnée a la vitesse. Finalement on présente les corrélations tem-
porelles de 'accélération: les composantes sont corrélées sur un temps court dissipatif
tandis que 'amplitude reste corrélée sur des temps longs. Cette derniere observation
ainsi que la dépendance vitesse/accélération sont en contradiction avec la théorie clas-
sique de la turbulence énoncée par Kolmogorov en 1941.

Abstract

In Cornell University, we have developed an experimental setup to obtain Lagrangian measurements
of the trajectories of particles advected by a turbulent flow. By using silicon strip detectors, we had
the enough temporal resolution to resolve the Lagrangian acceleration. The statistics of the accele-
ration components is strongly non gaussian and that of the magnitude is close to lognormal. We
observed a statistical dependence of acceleration on wvelocity by studying the acceleration variance
conditioned on the velocity. Finally, we show the temporal correlations of acceleration: the com-
ponents are correlated on a short dissipative time scale whereas the magnitude remains correlated
over long times. The latter observation and also the acceleration/velocity dependence are at odds
with the classical theory of turbulence as described by Kolmogorov in 1941

1 Introduction

L’approche lagrangienne de la turbulence consiste a étudier les trajectoires de parti-
cules de fluides se déplacant dans un écoulement turbulent. L’espace est alors paramétrisé
par les positions initiales des particules. Cette approche est naturelle dans les problé-
matiques de dispersion ou de mélange. En effet, on peut décrire les moments successifs
de la concentration d’un scalaire passif a diffusivité nulle a partir des probabilités de
déplacement des particules de fluide [1]. Ainsi la concentration moyenne d’un scalaire a
diffusivité nulle s’écrira

(O(x.1)) = / ) /V p(xtly,5)S (y,5)dyds 1)

ou S(y,s) est la fonction source du scalaire et p(x,t|y,s) est la probabilité qu’une particule
de fluide en y a s soit en x a I'instant ¢. On étend le raisonnement aux ordres supérieurs en
considérant les probabilités a plusieurs particules. Lorsque la diffusivité du scalaire est non
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nulle, on peut montrer qu’il faut alors étudier les trajectoires de particules se déplacant
sous l'influence de la vitesse du fluide et d’'un mouvement aléatoire moléculaire. Dans la
limite des hauts nombres de Reynolds et de Péclet, la différence est négligeable, pour la
moyenne, tant que I'on est suffisamment éloigné d’une paroi ou d’une source.

Nous nous situons dans une approche expérimentale dans laquelle les difficultés sont
nombreuses. D’un part il faut marquer des particules de fluides pour les suivre individuel-
lement. Par ailleurs il faut avoir la résolution spatiale et temporelle pour résoudre le mou-
vement a haut nombre de Reynolds. Du fait de ces exigences, les mesures lagrangiennes
a haut nombre de Reynolds sont encore rares malgré les développement technologiques
récents. Tres récemment, on a été capable de suivre le mouvement individuel de particules
en turbulence pleinement développée par une technique acoustique [2]. Cette technique
a permis de suivre une particule pendant des temps comparables & 1’échelle intégrale du
mouvement et ainsi d’étudier en détail les propriétés d’intermittence temporelle [3, 4].
Pour étudier 'accélération des particules de fluide, la résolution temporelle indispensable
a été obtenue a Cornell University dans le groupe de E. Bodenschatz en utilisant des
"silicon strip detectors” issus de la physique des hautes énergies [5, 6]. Cette technique a
permis une étude statistique tres fine de ’accélération lagrangienne, de sa dynamique tem-
porelle [7]. On a également mis en évidence une dépendance statistique entre le champ de
vitesse et I’accélération, en contradiction avec la théorie classique de Kolmogorov 1941 [8].
Nous présenterons ces résultats apres avoir décrit brievement le dispositif expérimental.

2 Dispositif expérimental

Fi1c. 1 — Coupe schématique du dispositif expérimental. On fait l’image d’un petit volume
situé au centre de ’écoulement sur quatre "silicon strip detectors”. Le volume est éclairé
par un laser YAG pulsé de 30W. ’axe de rotation des disques est selon l'aze z.

Les détails du dispositif peuvent étre trouvés dans [5]. L’écoulement considéré est
de type Von Karméan: ’eau est mise en mouvement par deux disques coaxiaux de 20 cm
de diametre et distants de 33 cm. Le tout est enfermé dans un cylindre et les disques
tournent en sens contraire. On ensemence le liquide avec des particules de polystyréne de
25 pm de diametre, de méme densité que 1’eau. On suit le mouvement de ces particules
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en en faisant I'image sur les ”silicon strip detectors”. Il s’agit de détecteurs 1D constitués
de 512 pixels et fonctionnant jusqu’a 70000 images/s. Chaque détecteur enregistre donc
une seule composante de la position. On obtient les trajectoires completes en utilisant
4 détecteurs, positionnés par paires de fagon a observer le volume de mesure sous deux
incidences orthogonales (fig. 1). On étudie ainsi un volume de 4.1 x 4.1 x2.05 mm?. On
reconstitue les triplets de coordonnées en corrélant les intensités lumineuses mesurées par
chaque détecteur au sein de chaque paire (z,z) et (y,z) puis en utilisant la redondance de
la coordonnée z.

3 Statistique du vecteur accélération

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
af<a> llall / (<llall*>~<llall>*"2

Fia. 2 — Fonction densité de probabilité (PDF) de laccélération. A gauche: PDF d’un
composante pour trois nombres de Reynolds (Ry = 285 (carrés), 485 (triangles) et 690
(ronds). La ligne est le cas d’une PDF lognormale de l'amplitude. L’encart montre la
superposition des PDF des trois composantes de ['accélération pour Ry = 690. A droite:
PDF de Uamplitude aux trois mémes nombres de Reynolds. Les pointillés sont une PDF
lognormale. L’encart montre la PDF du logarithme de ["amplitude pour Ry = 690.

Les fonctions densité de probabilité (PDF) des composantes d’accélération sont tracées
sur la figure 2. Les PDF's sont tres larges avec des ailes extrément développées: on observe
des évenements dépassant 40 fois la variance. Cette intermittence croit avec le nombre de
Reynolds. Au nombre de Reynolds le plus élevé, le champ d’accélération est quasi isotrope
(malgré un forcage anisotrope a grande échelle), les trois composantes ayant des variances
tres proches et des PDF superposables. L’amplitude de 1’accélération est proche d’une
distribution log-normale sauf pour les événements les plus intenses peut-étre a cause d’un
manque de résolution. Un ajustement par une loi lognormale fourni une variance du loga-
rithme proche de 1. On notera que I’écart a la loi log normale pour les tres faibles valeurs
de l'accélération est probablement due a ’existence de bruit expérimental qui pollue les
mesures de petites accélérations. Si I’on suppose la distribution de ’amplitude lognormale
et 'accélération isotrope alors la PDF d’une composante est

lail 2
= 7exp(s2/2) 1 —erf —lﬂ ( - ) o

P(al) 4m \/53
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ou m est la moyenne du logarithme et s la variance, prise égale a 1 dans la figure 2.
On voit que 'accord avec les mesures est tres bon, sauf pour les valeurs extrémes. La loi
lognormale semble reproduire trés convenablement les observations [7].

Fic. 3 — Variance de l’accélération conditionnée a [amplitude de la vitesse pour trois
nombres de Reynolds (Ry = 285 carrés, 485 triangles et 690 ronds). Les lignes sont des

9/2 1 1

ajustements par o+ Bu“. 0, = 4/ §<32> et upms = 4/ §<U2>

Le dispositif expérimental permet d’enregistrer les trajectoires pendant suffisam-
ment longtemps afin d’avoir assez de données pour étudier des statistiques jointes de
laccélération et la vitesse. A la précision de la mesure on observe que la moyenne d’accé-
lération conditionnée a 'amplitude de la vitesse est nulle mais la variance dépend for-
tement de la vitesse (fig. 3). La prédiction dimensionnelle basée sur des arguments a la
Kolmogorov 1941 est (a?) = age®/?v=1/2 (e est le taux de dissipation, v est la viscosité
cinématique, ag est une constante). Une extension de ces prédictions notant que € oc u?/L
(ol L est 'échelle intégrale) suggere le comportement suivant: (a?[u) o< u?/2. Un ajuste-
ment (a?|u)/(a?) = a+ B(u/(u?)'/2)%? reproduit trés précisément les données (fig. 3) [8].
Ceci contredit I’hypothese d’homogénéité locale formulée par Kolmogorov en 1941 dans
sa théorie de la turbulence [9].

4 Dynamique temporelle

L’accélération a une dynamique temporelle assez complexe (fig. 4) [7]. Les compo-
santes d’accélération ont un temps de corrélation trés court et comparable au temps dis-
sipatif de Kolmogorov 7, = \/V—/e qui est le temps caractéristique le plus court dans un
écoulement turbulent. Par contre, 'amplitude reste corrélée sur des temps beaucoup plus
long, peut-étre comparable au temps intégral caractéristique des grandes échelles de I'in-
jection d’énergie. Cette observation est compatible avec les observations acoustiques [3]
qui ont montré 'existence de telles corrélations. Ceci est a nouveau en contradiction avec
la théorie classique de Kolmogorov 1941 qui suppose une séparation d’échelle entre 1'in-
jection et la dissipation de I’énergie. Dans ce cadre, ’accélération ne devrait pas présenter
de telles corrélations sur des échelles intégrales.
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autocorrelation coefficient

0 5 10 15
Tt
m
Fia. 4 — Corrélations temporelle de l’accélération lagrangienne. Les carrés sont les auto-

corrélations de composantes de l'accélération et les triangles leurs corrélations croisées.
La ligne sans symbole est l'autocorrélation de l'amplitude de l’accélération.

5 Conclusion

Les silicon strip detectors” offrent la résolution temporelle indispensable a ’étude de
I’accélération lagrangienne. La PDF de composantes d’accélération est tres fortement non
gaussienne et présente des événements supérieurs a 40 fois la variance. Ceci est suscep-
tible d’avoir un impact dans des écoulements réactifs ou dans le phénomene de formation
de gouttes d’eau dans les nuages [10]. On observe que la distribution de l’amplitude de
I’accélération est tres proche d’une loi lognormale. Par ailleurs la distribution des com-
posantes dépend de la vitesse. Ceci est compatible avec une extension de la théorie de
Kolmogorov 1941 ou l'on fait intervenir 'intermittence due aux fluctuations de vitesse.
Néanmoins cette extension ne parvient pas a expliquer 'intermittence observée. La dy-
namique temporelle est également en contradiction avec la théorie de Kolmogorov car on
observe des corrélations longues de 'amplitude de ’accélération. Cette méthode de mesure
lagrangienne est trés performante mais ne permet pas vraiment d’envisager effectuer des
mesures de dispersion de paires de particules du fait du caractere 1D des capteurs. En effet,
pour pouvoir obtenir des paires de particules, il faut pouvoir mesurer les trajectoires de
plusieurs centaines de particules simultanément. La seule méthode qui permette de fagon
efficace de faire des mesures lagrangiennes a plusieurs particule semble étre, a ce jour, la
méthode de velocimétrie par suivi de particule a 3D déja utilisée pour des mesures & nombre
de Reynolds modéré [11]. On utilise 4 caméras pour effectuer des vues stéréoscopiques de
I’écoulement, dont on extrait les positions puis les trajectoires des particules. L’extension
de cette méthode a haut de nombre de Reynolds impose des investissements assez lourds
car il est nécessaire de se doter de caméras ultrarapides (>10000 images/s) et de moyens
informatiques assez conséquents pour traiter les données (10 GB/s).
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Résumé

Nous nous proposons de réhausser le contraste d’images faiblement contrastées a
I’aide d’un réseau d’oscillateurs non linéaires. Nous montrons théoriquement et en si-
mulation que deux oscillateurs avec une faible différence de condition initiale peuvent
présenter un déplacement relatif maximum, minimum ou nul. L’extension de cette
propriété au cas d’un réseau d’oscillateurs a deux dimensions permet d’envisager le
réhaussement de contraste ou I'inversion d’une image. Un réseau électronique d’oscil-
lateurs est également proposé.

Abstract

We propose an electrical network realized with nonlinear oscillators. We show theoretically and
experimentally that the oscillations in the network are driven by the initial amplitude, that is the
signal amplitude. This property can be extended to image processing to enhance a weak contrasted

picture.

1 Introduction

Ces dernieres années, un regain d’intérét a été accordé aux systemes non linéaires
a des fins de traitement du signal et des images [1]. En effet, efficacité des systémes
non linéaires a traiter 'information provient d’une dimension supplémentaire incluse dans
I’amplitude du signal, ce qui donne naissance & des propriétés fort intéressantes et parfois
paradoxales que ne possedent pas les systéemes linéaires. Le filtrage du bruit [2], la détection
ou la transmission d’'un signal de faible amplitude & l’aide de bruit via le phénomene de
résonance stochastique [3, 4, 5], ou le traitement d’images a I’aide de réseaux cellulaires
non linéaires (CNN) [1, 6, 7, 8] sont quelques exemples ol les systémes non linéaires ont
su palier aux limitations des procédés linéaires classiques de traitement.
En traitement d’images, la détection de contours a I’aide de réseaux électroniques de Na-
gumo [9, 10], ou 'extraction du squelette d’une image & I’aide d’un processeur du type
réaction-diffusion, réalisé avec un milieu chimique photosensible [11], sont des taches dont
s’acquittent parfaitement les systémes non linéaires dans de nombreux problemes de re-
connaissance de forme [12]. Du fait de leur redoutable efficacité a résoudre des problemes
d’une forte complexité algorithmique, les réseaux cellulaires non linéaires ont fait I’objet
de nombreuses implémentations électroniques [6].
Jusqu’a présent, la plupart des CNN implémentés électroniquement sont inspirés des
systemes de réaction-diffusion . Contrairement au CNN existant, nous présentons un CNN
a une dimension inspiré des systemes non linéaires inertiels. Ce CNN permet d’améliorer
une faible différence d’amplitude ce qui, dans un contexte de traitement d’image, corres-
pondrait a réaliser un réhaussement de contraste.
Nous présentons tout d’abord, le réseau électronique constitué d’oscillateurs non linéaires

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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découplés. Puis, nous montrons que deux oscillateurs avec une faible différence de condi-
tions initiales peuvent présenter a un instant particulier une différence d’amplitude maxi-
muim.

Cette propriété est confirmée expérimentalement et permet d’envisager le réhaussement
d’une échelle de gris faiblement contrastée.

2 Présentation du réseau

Nous considerons un réseau de N cellules élémentaires constituées chacune d’un cir-
cuit non linéaire et d’une diode 1N4148 comme représenté figure 1.

VitU,, ViU, VitU, VitUy,

]
]
1
l
|
AD633IN  (U-m)(U-m+a)/10 ADG633IN

-lecsz_

U=/ [ PU)

P(U)~(Urm+@)(Urm)(U-m-2)K*/100

F1c. 1 — Schéma du réseau 1D et de sa cellule élémentaire

Chaque circuit comprend une source polynomiale P(U) = K(U — m + «)(U — m)(U —
m — «)/100 obtenue a ’aide de multiplieurs analogiques AD633JN et d’amplificateurs
classiques d’amplification —K pour compenser le facteur d’échelle 1/10 V! des multi-
plieurs. Pour assurer une bonne homogénéité dans le réseau, la valeur des zéros m + «,
m — « et m est ajustée avec les trois mémes sources extérieures. De plus, un montage
intégrateur double réalisé avec des amplificateurs opérationnels TLOS1CN des résistances
R et condensateurs de capacité C' assure une contre-réaction entre ’entrée et la sortie de la
source polynomiale (figure 1). D’apres le schéma de la figure 1, la tension U; a la cathode
de la diode de la ¢“"¢ cellule obéit a:

*U; K2(
a2 100R2C?

Ui—m+ a)(U; —m — a)(U; —m). (1)

De plus la condition initiale U; o de la ¢“™¢ cellule est introduite a ’anode de la diode en
ajoutant un offset égal au seuil de déclenchement de la diode Vp = 0.7V. La distribution
de conditions initiales est considérée linéaire et croissante en fonction du numéro de cellule
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i tel que U;p = (i—1) x 0.5/(/N —1). On remarquera que dans un contexte de traitement
d’images, cette distribution de conditions initiales pourrait étre vue comme une échelle
discrete de niveaux de gris.

3 Etude des oscillations dans le réseau

En posant z; = U; — m, I’ equation (1) se normalise sous la forme

dzl'i K2

>~ " 100R2C?"
Les solutions de ’eq.(2) pour une vitesse nulle sont données par les fonctions elliptiques
de Jacobi:

(x; — a)(z; + ). (2)

zi(t) = x50 cnwit,k;), (3)

ou w0, w; et 0 < k; < 1, correspondent respectivement a ’amplitude des oscillations de
la cellule numéro i, la pulsation et le module de la fonction elliptique cn.
En utilisant les propriétés des fonctions cn [13] et en dérivant deux fois I’équation (3),
nous obtenons 2 0k L2 ok 1
Ll o = (@)
$,L-70 2]{7z

ce qui fournit, apres identification avec ’eq.(2), la pulsation w; de la fonction cn

K
wi(zip) = 75 \/%io — a2, (5)

2
1 27

9.2 _ _9°
me o

et son module

ki(zio) = (6)

Si on écrit la condition initiale sous la forme U; o = x; ¢ + m, les solutions de 'eq. (1) se
déduisent rapidement des équations (3), (5), (6):

Ul(t) = m-i—(Ui,o—m)cn(wit,ki), (7)

ilUi) = ey Ui —m)? a2, (8)
2

k() = oo m) )

2 (Uz’,O — m)2 — 042

Les deux parametres w; et k; de la ¢¢*¢

appliquée a cette cellule.

Afin d’illustrer le comportement de la chaine 1D, nous avons reporté figure 2 les oscilla-
tions des cellules correspondant aux deux extrémités de la chaine, soient les cellules ¢ = 1
et ¢ = N, de conditions initiales respectives U;0 =0V et Uy = 0.5 V.

Les oscillations ont lieu dans I'intervalle [0 V'; 5.16 V] pour la cellule 1 et dans [0.5 V; 4.66 V]
pour la cellule N, c’est a dire d’apres eq. (7), dans lintervalle [U;o; 2m — U;| pour
i € {1,N} . De plus, les deux oscillateurs sont tres rapidement en opposition de phase
quand Uy = 4.66 V et Uy = 0 V, ce qui implique une différence d’oscillation maxi-
mum Uy — Uy = 4.66 V' a linstant t,,; = 0.66 ms (pointillés de la figure 2). La faible
différence de condition initiale € = Un,g—Uj o = 0.5 V est alors fortement accrue a I'instant
topt = 0.66 ms.

cellule sont controlés par la condition initiale U; o
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Lo (c)
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F1a. 2 — FEwvolution temporelle des cellules 1 (a) et N (b) et de leur différence d’oscillation
(c). Paramétres: « =1.02V, m =258V, K =10,U;0=0V,Uno =05V, R=10 KQ,
C =10 nF. (+): Résultats expérimentaux; trait plein: résultats théoriques obtenus avec les
équations (7-9). Le temps pour obtenir une parfaite opposition de phase est top = 0.66 ms.

4 Réhaussement du contraste d’images

Afin de comprendre le comportement de ’ensemble de la chaine, nous avons tracé
la tension U;(topt) atteinte par chaque cellule a l'instant ¢, en fonction de sa condition
initiale U; o (figure 2).

5
4.66
4
g
=
S
=
1
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
U, (Voly)
0 0.5
Fic. 3 - Etat de la chaine a linstant top = 0.66 ms en fonction de son état initial.

Parameétres: m =258 V, a =1.02 V, K =10, R =10 KQ, C = 10 nF. (+): Résultats
expérimentauz; trait plein: résultats théoriques obtenus avec (7-9). Dans un contexte de
traitement d’tmages, chaque azxe correspond da une échelle de gris.

En raison de la non linéarité P(U) du systéme, la courbe obtenue n’est pas linéaire, ce qui
implique que chaque condition initiale n’est pas multipliée par le méme facteur d’échelle.
Cette propriété peut étre étendue dans un contexte de traitement d’images en considérant
un réseau a deux dimensions. En effet la condition initiale U; o représenterait le niveau
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de gris d’'un pixel d’une image faiblement contrastée, tandis que Uj(top) correspondrait
au niveau de gris du méme pixel apres un temps de traitement ,,. Par conséquent, en
traitement d’image I’axe horizontal de la figure 2 représenterait 1’échelle de gris de 'image
faiblement contrastée tandis que I’axe vertical correspondrait a ’échelle de gris de I'image
traitée (la dynamique des deux échelles étant définie par 0 V' pour le noir et 4.66 V' pour
le blanc).

Un tel systeme a deux dimensions est décrit par N x M équations différentielles du type:

d?V; K?
dtg’] = —W(Vi,j -m+a)(Vi; —m—a)(Vi; —m), (10)

i =12..N, j=12.M,

ou N x M est la taille de I'image, ,j et V;; sont respectivement les coordonnées d’un
pixel et son niveau de gris. Le comportement du réseau électronique 2D peut étre prédit
numériquement en chargeant I'image de la figure 3.a comme condition initiale et en simu-
lant ’eq. (10) avec un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4. De plus, comme le montre
I'histogramme de 'image de la figure 3.a, la plage de conditions initiales demeure [0, 0.5].
Apres un temps de simulation t,,; = 0.66 X 1073, la plage de niveaux de gris de l'image
résultante est fortement augmentée et devient [0, 4.66] comme pour le réseau 1D (cf histo-
gramme de la figure 3.b). Par conséquent pour le temps de traitement ¢, = 0.66 x 1073,
un réhaussement de contraste permet de révéler le Colisée (figure 3.b) a peine perceptible
figure 3.a. Comme pour le réseau 1D, il est important de noter que le traitement réalisé
par le systeme décrit par ’eq. (10), ne correspond pas a une simple multiplication par un
facteur d’échelle de tous les niveaux de gris de 'image.

05 4.56

o

F1a. 4 - a: Image faiblement contrastée du Colisée et son histogramme. b: Image réhaussée
et son histogramme aprés une simulation numérique directe des Eqgs. (10). Paramétres:
a=1.02V,m=258V,K =10, N = M = 128, temps de simulation t,,; = 0.66 x 1073 s,
R=10 KQ, C =10 nF.
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5 Conclusion:

Nous avons implémenté électroniquement un CN N a des fins de traitement du signal.
Contrairement aux C'NNs existant principalement basés sur les propriétés des systemes
de Réaction-Diffusion, ce nouveau C NN est inspiré des propriétés des systemes physiques
inertiels. D’autres taches de traitement d’images, non presentées ici, peuvent étre réalisées
pour différents temps de traitement, telles que I'inversion d’image, I’extraction de niveaux
de gris ... [14]. De plus, comme tous les C N N's électroniques, le temps de traitement peut
étre réduit de fagon significative en changeant la valeur de la résistance R, de la capacité
C, mais aussi en ajustant la valeur de 'amplification K des circuits d’amplification.
Pour finir, on peut penser que coupler les cellules entre elles peut fournir de nouvelles pro-
priétés potentiellement exploitables pour réaliser d’autres taches de traitement d’images.
Par conséquent, le CNN proposé présente un certains intérét pour développer de nou-
velles applications des sciences non linéaires dans le domaine du traitement du signal et
des images.
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Résumé

La transition entre la turbulence tridimensionnelle et la turbulence quasi-bidimen-
sionnelle sous l'effet d’une rotation d’ensemble est étudiée expérimentalement. Un
écoulement turbulent est généré par la translation d’une grille dans une cuve d’eau
en rotation, et un systeme de vélocimétrie par images de particules est utilisé pour
mesurer les champs de vitesse instantanés dans un plan perpendiculaire a 'axe de
rotation. Les spectres d’énergie des fluctuations spatiales de vitesse présentent une loi
de puissance, E(k) ~ k=™, dont 'exposant n augmente continiment de n ~ 5/3 vers
n ~ 2.3 pendant le déclin, & mesure que diminue le nombre de Rossby. Le coefficient
d’asymétrie des dérivées de vitesse diminue avec Ro,,, reflétant I'inhibition des trans-
ferts d’énergie par la rotation d’ensemble, tandis qu'une cascade inverse d’énergie se
développe aux grandes échelles.

Abstract

The transition between three-dimensional and quasi-two-dimensional turbulence in a rotating frame
is experimentally investigated. Turbulence is generated by towing a grid in a rotating water tank, and
the velocity field in a plane perpendicular to the rotation azis is measured by means of particle image
velocimetry. During the energy decay, energy spectrum shows a power-law behavior, E(k) ~ k™",
with an exponent n that gradually increases as the Rossby number decreases, from n ~ 5/3 to
n =~ 2.3. The velocity derivative skewness decreases with Ro,,, reflecting the inhibition of the energy
transfers by the background rotation, with a net inverse cascade that develops at large scales.

1 Introduction

Les écoulements turbulents en présence de rotation, présents dans un large domaine
d’application (dans l'industrie, en géophysique ou encore en astrophysique), représentent
un probleme complexe qui reste largement incompris, et fait I’objet actuellement d’un
grand nombre d’études théoriques, numériques et expérimentales [1, 2, 3]. L'importance
de la rotation peut-étre mesurée par le nombre de Rossby, Ro = U/2Q0L, ou U et L sont
respectivement une vitesse et une longueur typiques de ’écoulement. Ce nombre évalue
le rapport entre le terme non-linéaire (u.V).u et la force de Coriolis 22 x u. Dans les
écoulements atmosphériques ou océaniques, le nombre de Rossby vaut typiquement 0.2, et
la turbulence se différencie sensiblement de la turbulence tridimensionnelle (3D). A travers
la force de Coriolis, la rotation affecte la dynamique et la structure de la turbulence en
tendant a bidimensionnaliser 1’écoulement. En effet, le théoreme de Taylor-Proudmann
prévoit que la rotation inhibe toute variation de vitesse selon I'axe parallele a 'axe de
rotation. Cependant ce théoréme est basé sur 'hypothese que les effets non-linéaires sont
négligeables devant la force de Coriolis et ne peut donc pas expliquer la transition 3D-2D,
durant laquelle les effets non-linéaires doivent jouer un réle majeur.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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2 Dispositif expérimental

PIV Camera

QQ

Fig. 1 — Schéma du dispositif expérimental. La cuve, la grille et la caméra sont placées
dans le référentiel tournant, tandis que le laser reste fize dans le référentiel du laboratoire.

Le dispositif expérimental est représenté sur la figure 1. Il se compose d’une cuve
de section carrée, de 35 cm de largeur et de 55 cm de hauteur, disposée sur une plaque
tournant & vitesse angulaire €, qui peut étre ajustée entre 0 et 4,8 rad.s~!. Un plafond est
placé sous la surface libre de facon a éviter que les ondes de surface n’affectent I’écoulement
et pour éliminer les variations de hauteur du fluide, dues a la surface paraboloide.

Un écoulement turbulent est généré par la translation verticale d’une grille sur toute la
hauteur de la cuve. La turbulence générée dans le sillage de la grille est approximativement
homogene et isotrope. La grille que nous utilisons a une solidité de 45% et est caractérisée
par une maille carrée M = 39 mm avec des barreaux de 1 cm de largeur. Des vitesses de
grille de V; = 0,8 m.s™! & 1,6 m.s™! ont été utilisées (voir Table 1). La vitesse de la grille
est constante sur toute la hauteur de la cuve, excepté pour le cas V, = 1.6 m.s~!, pour
lequel les phases d’accélération et de décélération limitent le domaine de vitesse constante
a approximativement 0.3h. La dimension M de la maille de la grille détermine 1’échelle
d’injection de I'énergie. Les fluctuations de vitesse que nous obtenons sont de I'ordre de
v’ ~ 0.2V} juste apres le passage de la grille.

Les mesures sont effectuées au moyen d’un systeme de vélocimétrie par images de
particules (PIV, logiciel LaVision), permettant d’accéder au champ de vitesse instantané
dans le plan horizontal (z,y) normal & laxe de rotation. L’acquisition des images est
réalisée a l'aide d’une caméra CCD double exposition de résolution 1280 x 1024 pixels.
La caméra est embarquée sur la plaque tournante, tandis que le laser reste fixe dans le
référentiel du laboratoire.

La translation de la grille est assurée par un moteur et est synchronisée avec I’acqui-
sition des images. Nous sommes donc en mesure de générer des écoulements de turbulence
en déclin dans des conditions controlées et reproductibles. De ce fait, nous pouvons assu-
rer la convergence et la stabilité de nos résultats en faisant des moyennes d’ensemble de
plusieurs expériences statistiquement indépendantes.
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Symbole Vitesse rotation Vitesse grille Rey Ro,
Q (rad/s) Vg (m/s) =V,M/v =V,/20M
* 0.1 1.2 4.7 x 104 150
o 0.5 0.8 3.1 x 10? 20
o 1.5 0.8 3.1 x 10* 7
. 1.5 1.6 6.2 x 10* 14
O 4.5 0.8 3.1 x 10* 2

TAB. 1 — Récapitulatif des conditions expérimentales.

Les conditions initiales d’une expérience sont définies par deux parametres, la vitesse
de la grille V, et la vitesse de rotation (). Deux nombres sans dimension peuvent étre
définis pour caractériser I’écoulement, le nombre de Reynolds de grille, Re, = MV, /v,
et le nombre de Rossby de grille, Ro, = V,/2QM. En table 1, Re, varie dans la gamme
3x10*—6x 10* et garantie une turbulence développée dans le sillage de la grille. Le nombre
de Rossby, Rogy, est relativement grand, méme pour des vitesses de rotation élevées, entre
2 et 150. Ainsi la production d’énergie turbulente dans le sillage proche de la grille n’est
pas affectée par la rotation. Par conséquent, le début du déclin peut étre considéré comme
isotrope 3D, mais la rotation d’ensemble va affecter progressivement 1’écoulement au cours
du déclin de I’énergie. Cette expérience nous permet ainsi d’étudier la transition entre une
turbulence isotrope 3D et une turbulence quasi-bidimensionnelle dominée par la rotation.

3 Spectres d’énergie

Les spectres d’énergie horizontaux des fluctuations de vitesse, F(k), sont calculés
a partir des champs de vitesse dans le plan (z,y) normal a I’axe de rotation. Le spectre
d’énergie d’'un champ de vitesse instantané est calculé comme la moyenne des composantes
x et y des spectres 1D longitudinaux E,(k;) et Ey(ky). Des moyennes d’ensemble de ces
spectres individuels sont ensuite réalisées a partir de 50 champs de vitesse statistiquement
indépendents obtenus pour un temps 7T fixé apres le passage de la grille.

La figure 2(a) présente trois spectres d’énergie obtenus a 3 instants successifs au cours
du déclin de I'énergie. Tout juste apres la translation de la grille, pour 7 = TV, /M ~ 20,
le spectre d’énergie présente une loi de puissance sur plus d’une décade, proche de k=5/3,
comme attendu en turbulence isotrope 3D sans influence de la rotation. Toutefois, il faut
noter que la limite de résolution de la PIV ne nous permet pas de résoudre le régime
dissipatif a grand nombre d’onde. Nous nous focaliserons donc a des petits nombres d’onde,
k < 1 mm~!. Plus tard, pour 7 ~ 100 et 250, un régime inertiel est toujours présent,
mais la loi de puissance devient de plus en plus raide, avec un exposant qui augmente
progressivement avec le temps, reflétant I'importance grandissante des grandes échelles
par rapport aux petites échelles. Notons que la loi de puissance s’étend pour des nombres
d’onde inférieur au nombre d’onde d’injection, k; = 27/M =~ 0.16 mm~' (ot M est la
maille de la grille). Cet effet, qui est lié & 'augmentation de ’échelle intégrale, est général
a la turbulence de grille en déclin, méme en 'absence de rotation, et n’implique pas
nécessairement une cascade inverse d’énergie.

La figure 2(b) représente ’exposant n des lois de puissance des spectres d’énergie en
fonction du nombre de Rossby microscopique Ro, = w'/2Q, ot w’ est la fluctuation rms
de vorticité, pour les 5 expériences répertoriées en table 1. L’exposant est déterminé en
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F1G. 2 — (a) Spectres d’énergie pour différents nombres de Rossby a 3 instants au cours
du déclin, pour Q = 4.5 rad s7t et V;, = 0.8 m 57! (symbole O dans Tab 1). x, T =1 s,
Reyr = 1750, Ro, = 1.1; +, T =5 s, Repy = 1250, Ro, = 0.53; %, T' =12 s, Repr =
900, Ro,, = 0.29. (b) Ezposant n des lois de puissance en fonction de Ro,, pour les 5
expériences répertoriées en table 1. La ligne du bas en pointillé correspond a l’exposant
5/3 caractéristique des écoulements turbulents isotrope 3D, et celle du haut montre un
exposant 2.

tragant le spectre compensé k™ E(k) et en ajustant la valeur de n afin d’obtenir un plateau
bien défini sur la premiere décade des nombres d’onde. Les barres d’erreur sur n, de 'ordre
de 0.1, sont estimées a ’aide de cette procédure comme la gamme acceptable pour laquelle
un plateau peut étre défini.

Bien que la dispersion des points soit assez importante, une tendance nette apparait
pour n. Pour des grands Ro,, n prend des valeurs ~ 1.7 £ 0.1, proche du 5/3 attendu
pour les spectres en l’absence de rotation (K41). Cet écart systématique des valeurs de
n par rapport a 5/3 est un effet classique de l'intermittence [4]. Au fur et & mesure de
la diminution de Ro,, au cours du déclin de I’énergie, n augmente progressivement de 1.7
jusqu’a 2.3 0.1, avec une transition pour Ro, ~ 1.5 £0.5. Au niveau de cette transition,
le nombre de Reynolds turbulent, Rey; = u'M /v, couvre une gamme de valeurs allant de
200 a 2000 pour les différentes expériences. Il semble donc que 'augmentation de la pente
des spectres ne soit pas liée a un effet de faible Reynolds, mais plus probablement a un
effet de la rotation d’ensemble.

4 Les transferts d’énergie

Les spectres d’énergie étudiés précédemment nous renseignent sur la distribution de
I’énergie selon les échelles, mais n’apportent aucune information en ce qui concerne les
flux d’énergie. En admettant 'hypotheése d’isotropie de 1’écoulement dans le plan (z,y),
les transferts d’énergie a une échelle r sont caractérisés par les statistiques des incréments
longitudinaux des fluctuations de vitesse d,u = [u(x +r) — u(x)].r/r. Le moment d’ordre
2 de cette quantité, (6,u?), est une mesure de 'énergie cinétique & I’échelle 7, tandis que
le moment d’ordre 3, (§,u3), caractérise le flux moyen d’énergie & une certaine échelle r.
En particulier, le signe de (§,u3) nous renseigne sur la direction des transferts d’énergie
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a travers les échelles: positif lorsque 1’énergie est transférée vers les grandes échelles, et
négatif lorsque ’énergie est transférée vers les petites échelles [5].

Pour une turbulence isotrope 3D a grand nombre de Reynolds (en ’absence de rota-
tion), I’énergie se transfere & un taux constant, e, a travers toutes les échelles du régime
inertiel, et (§,u3) satisfait la loi des 4/5 de Kolmogorov :

4
<6ru3> = —gsr,

ol ¢ est la dissipation de I’énergie. Puisque cette dissipation d’énergie € diminue au cours
du temps avec le déclin de I’énergie, a un taux qui peut d’ailleurs dépendre du nombre
de Rossby dans le cas de la turbulence en rotation, il convient d’introduire le coeflicient
d’asymétrie (ou skewness) :

(6ru?)

0= G

Ce coefficient d’asymétrie est représenté sur la figure 2(a). A temps court, S(r) est ap-
proximativement constant pour des échelles r < 6 c¢cm et prend des valeurs proches de
—0.45 + 0.03. De telles valeurs sont caractéristiques des transferts d’énergie vers les pe-
tites échelles en turbulence 3D isotrope en ’absence de rotation [4]. Cependant au cours
du temps, 'amplitude de |S(r)| diminue, caractérisant I'inhibition des transferts d’énergie
par la rotation. Pour la deuxieme et troisieme courbe, le nombre de Reynolds Rej; vaut
respectivement 750 et 320, valeurs pour lesquelles S(r) ~ —0.4 en Iabsence de rotation,
ce qui semble confirmer que la diminution de |S(r)| n’est pas un effet de faible Reynolds
mais un véritable effet de la rotation. On remarque également qu’a grande échelle le coef-
ficient d’asymétrie prend des valeurs positives, S(r) ~ 0.06 — 0.10, ce qui semble indiquer
la présence d’'une cascade inverse d’énergie.

[S(r) |

T M
10 10" 10° 10°
r (mm)

107 10
Ro
(0]

10 10

Fia. 3 — (a) Coeficient d’asymétrie des incréments de vitesse longitudinauz (valeurs
négatives représentées en trait plein et positives en pointillé) en fonction de ’échelle r,
correspondant a l'expérience o dans la table 1. o, 7 = TV,/M ~ 80; O, 7 = 820; %,
7 = 2200. (b) Coefficient d’asymétrie des dérivées de vitesse longitudinales en fonction
de Ro,, pour les 5 expériences de la table 1. Le trait plein est un ajustement proposé en
référence [2].
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Afin de caractériser I'influence des nombres de Reynolds et de Rossby sur les transferts
d’énergie, nous avons tracé sur la figure 2(b) le coefficient d’asymétie des dérivées de
vitesses longitudinales,

((Qu/0r)?)
((Qu/or)2)3/2’

en fonction du nombre de Rossby microscopique Ro,,. Pour des grandes valeurs de Ro,,, S
est approximativement constant, S ~ —0.40 4 0.05, alors que pour des valeurs plus petites
de Ro,, S décroit comme |S| x Ro,. Il est important de remarquer que la frontiere entre
ces deux régimes est en tres bon accord avec la frontiere trouvée pour ’exposant n des
lois de puissance des spectres, Ro,, ~ 1.5 £ 0.5 (voir figure 2(b)).

5 Conclusion

Une série d’expériences de turbulence de grille ont été réalisées dans un repere tour-
nant. L’objectif de ces travaux consiste & étudier I'influence d’une rotation d’ensemble
sur une turbulence en déclin, initialement homogene et isotrope. Deux quantités ont été
étudiées systématiquement en fonction du nombre de Rossby , Ro,, au cours du déclin:
I’exposant des spectres d’énergie et le coefficient d’asymétrie des dérivées de vitesse, ca-
ractérisant les transferts d’énergie a travers les échelles. Sur la base des résultats obtenus,
il est possible de définir deux régimes, au cours du déclin, pour lesquels la dynamique de
la turbulence est différente :

(i) Juste apres le passage de la grille, ’écoulement turbulent est approximativement
3D homogene et isotrope. L’écoulement n’est pas encore dominé par la rotation, le
nombre de Rossby est dans la gamme Ro, ~ 1 — 100, les spectres d’énergie et le
coefficient d’asymétrie des dérivées de vitesse S conservent leurs propriétés de la
turbulence 3D en 'absence de rotation, E(k) ~ k=%/3 et S ~ —0.4.

(ii) Plus tard au cours du déclin, & mesure que le nombre de Rossby diminue, l'influence
relative de la rotation augmente et en dessous d’'une limite Ro, ~ 1.5, les spectres
d’énergie deviennent de plus en plus raides et le coefficient d’asymétrie commence
a diminuer comme |S| x Ro,,, reflétant la diminution des transferts d’énergie vers
les petites échelles. Aux grandes échelles, une cascade inverse d’énergie, caractérisée
par un coeficient d’asymétrie positif, prend place.
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Résumé

Nous nous intéressons a un modele de turbulence qui permet de décrire les pro-
priétés statistiques du tenseur de gradient de vitesses moyenné sur une échelle r en
fonction de r. L’objet fondamental de cette étude est un ensemble de quatre particules
lagrangiennes (un tétraedre) dont 1’échelle caractéristique est dans la zone inertielle.
Nous discutons les propriétés des solutions en fonction des parametres physiques du
modele.

Abstract

This communication deals with a model of turbulence which allows to describe the statistical pro-
perties of the velocity gradient tensor averaged on a scale r as a function of r. The fundamental
object of this study is a set of four Lagrangian particles (a tetrahedron) which caracteristic scale
lies in the inertial range. Properties of the solutions as a function of the model physical parameters
are discussed.

1 Introduction

Depuis plusieurs décennies ’étude de la turbulence est basée sur la mesure d’un signal
(tel qu'une composante de la vitesse) en un ou deux points de ’écoulement. En particulier
les fonctions de structure, définies comme étant les moments d’ordre n des différences de
vitesse, ainsi que leur dépendance en fonction de ’échelle de longueur, ont été beaucoup
étudiées [1]. Bien que ces grandeurs soient trés commodes pour 1’étude des lois d’échelles,
elles ne fournissent aucune information sur la géométrie locale de 1’écoulement, et donc
sur les processus dynamiques, parce qu’elles ne donnent acces qu’a une seule des huit
composantes indépendantes du tenseur de gradient de vitesse.

C’est pourquoi Chertkov, Pumir et Shraiman ont proposé [2, 3| de décrire la dyna-
mique du tenseur de gradient de vitesse entier, et en particulier sa moyenne sur un petit
volume dont ’échelle caractéristique est dans la gamme inertielle (tenseur de gradient
de vitesse coarse-grained). L’'introduction de cette quantité moyennée permet de décrire
I’écoulement en terme de champ moyen. La construction du modele passe d’abord par
la paramétrisation de ces petits volumes. Or, la paramétrisation minimale d’un volume
tridimensionnel est un ensemble de quatre points. L’objet fondamental de ’étude est donc
un tétraedre dont les sommets sont des particules lagrangiennes. En pratique, le modele
phénoménologique introduit dans [2] décrit la dynamique de M, le tenseur de gradient de
vitesse coarse-grained, en tenant compte de la déformation géométrique du tétraedre. Dans
ce but le tenseur g est introduit: g = pp™, olt p est le tenseur des coordonnées réduites
des sommets du tétraedre. Le modele se présente finalement sous la forme d’un systeme
d’équations différentielles stochastiques dont les variables sont M et g. Dans [2, 3], une
solution approchée est calculée dans la limite classique. Dans un formalisme d’intégrale
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de chemin, la méthode consistait a construire la fonction de Green en suivant simplement
la trajectoire déterministe, ce qui revient a négliger les effets du bruit. Bien que cette ap-
proximation soit tres grossiere, elle conduit a des résultats numériques en accord acceptable
avec ceux obtenus par simulation numérique directe (DNS), mais aussi avec des mesures
expérimentales ultérieures [4]. Ces résultats se présentent sous la forme de distributions
de probabilité jointes de deux grandeurs ) et R ainsi que des probabilités de quantités
telles que I’enstrophie ou I’étirement conditionnées sur ces quantités: Q = —Tr(M?)/2 et
R = —Tr(M?3)/3 caractérisent entiérement la nature des valeurs propres de M, et par la
méme la topologie locale de I’écoulement [5].

Dans cette communication, nous proposons d’améliorer la solution en incorporant en
partie I'effet du bruit dans une approche semi-classique.

2 Construction et définition du modele

Afin de construire I’approximation moyennée du champ de vitesse sur une région de
petite taille en mouvement avec le fluide, il est nécessaire de paramétrer ce petit volume. La
paramétrisation minimale d’un volume tridimensionnel étant un ensemble de quatre points,
il suffit de modéliser les trajectoires de quatre particules lagrangiennes, qui définissent les
sommets d'un tétraedre. Le mouvement du centre de masse de ce tétraedre résulte de
I’advection a grande échelle d’une parcelle de fluide, et n’est donc d’aucun intérét pour
I’étude des propriétés a petite échelle de la turbulence. Par la suite on considere le tenseur
des coordonnées réduites p, et plus particulierement le tenseur moment d’inertie g défini
par:

g=p"p (1)

La dynamique de ce tenseur peut étre dérivée de celle de p. Le tenseur des vitesses
réduites v peut s’écrire comme la somme d’une composante cohérente, due aux échelles
de l'ordre de celles du tétraedre, et d’une autre fluctuante, due a la contribution des plus
petites échelles. En approximant la premiere par le meilleur ajustement linéaire (qui définit
le tenseur de gradient de vitesse coarse-grained M), on obtient I’équation suivante:

dg +,
S gM = Mt =¢ (2)
ou ( est un terme fluctuant, par hypothese un bruit gaussien blanc en temps.

La dynamique de M est supposée étre de la méme forme que celle de m;; = 0vj,
elle-méme dérivée de 1’équation de Navier-Stokes, ‘Z—T +m? = H, out H est un terme
incluant les effets de pression et de viscosité. Cette équation a été étudiée dans le cas
ou H;; = %Tr(mQ)éij. Ce modele, connu sous le nom de dynamique d’Euler Restreinte,
conduit a une singularité en temps fini [6, 5].

Dans le modele présent, l'objet fondamental est le tenseur de gradient de vitesse
moyenné, et le tenseur g est introduit afin de tenir compte de la déformation géométrique
du tétraedre. La dynamique de M s’écrit ainsi sous la forme:

dM
— +(1-a) (M? —T1TrM?) =1 (3)
ounll =g t/Trg L

Dans ’équation (3), les effets de pression non locale sont modélisés comme la somme
d’une composante cohérente, qui renormalise la dynamique par un facteur a (0<a<1),
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et d'un terme fluctuant n. II, terme de couplage des dynamiques de M et g, permet de
conserver I'incompressibilité a tout temps. Sa forme a été choisie de fagon a ce que le terme
de pression ne travaille pas, comme ce doit étre le cas pour un écoulement homogene et
isotrope. Le terme de bruit ¢ est choisi gaussien et blanc en temps.

Dans cette communication les premiers résultats de ce modele sont exposés dans
une version simplifiée. En effet, on peut raisonnablement supposer que 'effet majeur du
bruit dans I'équation (2) est de restaurer l'isotropie du tétraedre, 'accroissement de g
étant assuré par le terme multiplicatif gM . Dans ces conditions, I'action du bruit ¢ peut
étre exprimée en terme de champ moyen, ce qui permet d’importantes simplifications
techniques (cf section 3.2). Dans cette approximation la dynamique de g est gouvernée
par ’équation:

d 1
Y _gM—Mtg—p8(g-=Tr(g) 1d) =0 (4)
dt 3
Pour compléter la définition du modele il est nécessaire de définir la variance de 7.

Afin qu’elle obéisse au scaling K41, on I’écrira sous la forme:

(Nab (p31) - Meq (050)) = <5ac5bd - %%b&d) %5 (t) (5)

ol € est le taux de dissipation d’énergie massique introduit dans la théorie de Kolmogorov.

Le modele est donc caractérisé par deux parametres dimensionnels, L et €, qui peuvent
étre fixés a 1, et par les trois parametres adimensionnels, «, G et . L’objectif de ce travail
est de comprendre le comportement qualitatif du modele en fonction de «, 5 et 7.

3 Résolution du systeme - Intégrales de chemin et approxi-
mation semi-classique

3.1 Intégrales de chemin

Le systeme (3,4,5) définit un probléme stochastique bien posé. Une équation de
Fokker-Planck pour la fonction distribution de probabilité (PDF) eulérienne des vitesses
peut donc en étre dérivée:

atP (Mvg7t) =LP (Mvgvt) (6)

La solution cherchée est stationnaire. Il faut également imposer la condition de nor-
malisation pour la PDF. Enfin, le systeme doit étre résolu en tenant compte de la condi-
tion au bord suivante: le champ de vitesse doit étre gaussien a grande échelle (échelle
intégrale L), cette derniére contrainte étant consistante avec de nombreuses observations
expérimentales.

Les PDF solutions de (6) vérifiant ces contraintes peuvent s’exprimer en fonction de la
fonction de Green du systeme. Cette formulation permet d’exprimer la PDF de M et g en
fonction de la PDF correspondante de M’ et ¢’, a I’échelle intégrale. La fonction de Green
peut s’écrire a ’aide d’une représentation en intégrales de chemin, dans laquelle toutes les
trajectoires connectant (M,g) & (M’,g') doivent étre considérées, d’ott I'expression de la
PDF:
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_ ! M©O)=M " 9(0)=g " N ", I 1+
P(Myg)= [ dM' [ dT [DM"] [Dg"] exp — [S (M";¢") + Tr (M'M")]
M(=T)=M' 9(-T)=g' -

ol S est l'action usuelle sur chaque trajectoire.

Phenoménologiquement, on part d’un point (M’,g’), & I’échelle intégrale, et on integre
le systeme en temps jusqu’a une échelle donnée dans la gamme inertielle. En principe, il
est nécessaire de tenir compte de toutes les trajectoires, ce qu’il est possible de faire
numériquement avec un algorithme de Monte-Carlo. Pourtant, a cause du grand nombre de
degrés de liberté (grande dimension de I’espace des phases), ceci apparait comme une tache
trop ardue. C’est pourquoi une approximation simplificatrice est utilisée pour résoudre
I’équation (7).

Si on ignore un moment le terme de bruit, la dynamique devient déterministe. Il
suffit alors d’intégrer les équations déterministes en arriere dans le temps. Les résultats du
modele dans cette approximation, dite classique, sont présentés dans [2, 3]. Les statistiques
ainsi calculées présentent un accord acceptable avec celles calculées par DNS, mais aussi
avec des mesures expérimentales plus récentes [4].

3.2 Approximation semi-classique

Pour améliorer les solutions, I’équation (7) peut étre résolue dans l’approximation
semi-classique, qui revient & considérer que le bruit est faible mais non nul. Dans ce cas
on peut ne tenir compte que de la trajectoire sur laquelle ’action est minimale. A condi-
tions initiales et finales fixées, cette trajectoire peut étre calculée en intégrant I’équation
d’Fuler-Lagrange. Cependant, en fixant (), R et une échelle de longueur dans la gamme
inertielle il reste 11 parametres libres pour définir les conditions initiales M, M, g et §.
Rigoureusement, il serait nécessaire de tenir compte de toutes leurs valeurs possibles, ce
qui serait extrémement coliteux en temps de calcul. On utilise plutét 'approximation du
col: par la suite seules les conditions initiales qui contribuent le plus a la PDF, c’est-a-
dire celles pour lesquelles exp — [S (M :g; M g) +Tr (MM +)] est maximal (cf équation
(7)), sont prises en compte. Cette optimisation sur les conditions initiales est effectuée

numériquement en utilisant I’algorithme amebsa [7], un mélange de méthode du simplexe
et de recuit simulé.

3.3 Résultats numériques

Les résultats présentés dans cette section sont calculés en résolvant le modele dans
I’approximation semi-classique selon la méthode détaillée en 3.2. Le modele dépend de
trois parametres indépendants: «, qui ”"diminue” la non-linéarité, et G et -, les amplitudes
des bruits agissant respectivement sur g et M. Seule la dépendance en « est ici présentée,
0 et v restant par ailleurs constants.

Le test le plus naturel pour un modele de turbulence est celui des lois d’échelle.
Ainsi, selon le scaling de Kolmogorov (Av) oc /3, M(r) évolue en r—2/3, et donc les
seconds moments de I’étirement S (partie symétrique de M) et de la vorticité w (partie
antisymétrique de M) doivent avoir une dépendance en r=4/3, alors que les troisiémes
moments comme le transfert d’énergie —Tr(M?M™) doivent se comporter en r~2. La
Figure 1 représente les lois d’échelles calculées pour <SQ> et <w2> pour différentes valeurs

—4/3

de a. Pour les valeurs présentées le scaling en r est bien respecté. C’est toujours le
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0.1 1.0

Fic. 1 — Lois d’échelles des seconds moments de (a) l’étirement et (b) la vorticité, pour
différentes valeurs de o (8=0.4, v=0.25). La droite =43 sert de quide pour Uceil.

cas pour <w2> mais, pour des valeurs plus faibles de «, <SQ> diminue en loi de puissance
dont exposant differe largement de —4/3. Le modele n’est donc acceptable que pour des
valeurs de « pas trop faibles.

30

= N
o o

<=Tr(M*M")>
o

-10 t

0.1 1.0

Fic. 2 — Transfert d’énergie <—T7°(M2M+)> en fonction de l’échelle pour différentes
valeurs de o ($=0.4, v=0.25). Pour les grandes valeurs de « ce transfert devient négatif.

La Figure 2 montre la dépendance du transfert d’énergie en fonction de 1’échelle.
Cette fois c’est le signe de la quantité qui dépend de «a: pour les plus faibles valeurs de «,
<—T r(M?M +)> est bien positif, mais il devient négatif lorsque o augmente.

L’intérét majeur du modele étant d’apporter une description géométrique de 1’écoule-
ment, il est intéressant de présenter des résultats plus fins que les lois d’échelle, et en
particulier les distributions de probabilité jointes P(R,Q) des invariants @) et R introduits
en section 1. On a représenté sur les Figures 3 et 4 P(R,Q) a deux échelles, respectivement
pour o = 0.45 et a = 0.6. Dans le premier cas la queue de la distribution croit exagérément
lorsque r diminue, ce qui n’est pas le cas pour a = 0.6. Les distributions présentent alors
un bon accord avec celles calculées par DNS [2].

4 Conclusion

Le modele de fluctuations de vitesses turbulentes exposé se présente sous la forme
d’un systeme d’équations différentielles ordinaires stochastiques, qui a été résolu dans une
approche semi-classique. Le modele dépend de trois parametres. Sa dépendance en 'un
d’eux, la ”"diminution” de non-linéarité «, a été étudiée. Dans un intervalle de valeurs de
a le modele vérifie les lois d’échelles de Kolmogorov, mais reproduit surtout correctement
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Fic. 3 — Distributions de probabilité jointes P(R.,Qs): a=0.45, B=0.4, v=0.25. Les
quantités Q. et R, sont définies ainsi: Q. = Q/ (S*) et R. = R/ <5’2>3/2. (a) 7/L=1/4,
(b) r/L=1/16.

des caractéristiques plus fines (géométriques) de 1’écoulement. Une étude systématique de

la dépendance du modele en fonction des deux autres parametres est en cours.
Les auteurs remercient Michael Chertkov et Boris Shraiman.

(a) (b)

F1a. 4 — Distributions de probabilité jointes P(R,Q): a=0.6, 3=0.4, v=0.25. Les quantités
Q.+ et Ry sont définies au bas de la Figure 3. (a) r/L=1/4, (b) r/L=1/16.
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Résumé

Lorsqu’on brise en flexion des tiges cassantes, telles que les spaghetti crus, on
obtient plus de deux morceaux, souvent trois, quatre ou plus. Dans le but d’expliquer
ces brisures multiples, nous étudions la dynamique d’une tige fléchie juste en-dega de sa
courbure de rupture puis soudainement libérée a une extrémité. Nous trouvons que la
détente brusque de la courbure induit un train d’onde de flexion dont la dynamique est
décrite par une solution auto-semblable sans parametre ajustable. Ces ondes de flexion
augmentent localement la courbure et nous montrons que ce mécanisme contre-intuitif
est a l'origine de la fragmentation des tiges cassantes en flexion. Nous présentons une
expérience simple qui confirme cette assertion.

Abstract

When thin brittle rods such as dry spaghetti pasta are bent beyond their limit curvature, they often
break into more than two pieces, typically three or four. With the aim to understand these multiple
breakings, we study the dynamics of a rod bent just below its limit curvature et suddenly released
at one end. We find that the sudden relazation of the curvature at the newly freed end leads to a
burst of flexural waves, whose dynamics are described by a self-similar solution with no adjustable
parameters. These flexural waves locally increase the curvature in the rod et we argue that this
counter-intuitive mechanism is responsible for the fragmentation of brittle rods under bending. A
simple experiment supporting the claim is presented.

1 Introduction

La fragmentation concerne de nombreux domaines scientifiques et techniques. Plu-
sieurs phénomenes physiques sont a 'ceuvre, ce qui explique sans doute pourquoi la frag-
mentation a surtout été étudiée du point de vue statistique [1, 2, 3, 4, 5]. Des études
récentes sont néanmoins fondées sur des considérations mécaniques ou physiques: contri-
bution de ’énergie de surface [6], propriété de croissance et nucléation en théorie de la
rupture [7], flambage dynamique [8, 9] et propagation des ondes élastiques [10].

On considere une tige élastique tenue en ses deux extrémités et qui est progressive-
ment courbée uniformément et de maniere quasi-statique. Elle casse au temps ¢t = 0 lorsque
sa courbure k( atteint sa valeur limite £*: une fissure dynamique se propage alors transver-
salement et sépare la tige en deux morceaux. La courbure avant rupture étant uniforme, la
position du premier point de rupture est sélectionnée par les défauts. Nous ne discuterons
pas plus en détail cette rupture initiale afin de nous concentrer sur ’évolution (¢ > 0)
dynamique de chacun des deux fragments ainsi créés : nous montrons qu’elle conduit a des
nouvelles ruptures a des temps ultérieurs.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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Comme on ne s’intéresse pas a la premiere rupture, on introduit un modele simplifié
de catapulte, que l'on étudie dans toute la suite: la libération d’une tige fléchie sert a
simuler la premiere rupture. On se débarrasse ainsi de l'incertitude sur la position de
cette premiere rupture, la longueur L de la catapulte étant connue par avance. Les deux
problemes (I’évolution de chacun des deux fragments juste apres la premiére rupture d’une
tige en flexion d’une part et la libération soudaine d’une tige & une extrémité d’autre part)
obéissent aux mémes équations. Dans ’expérience de catapulte, la tige est initialement
courbée et au repos. On obtient cet état initial en encastrant une extrémité et en appliquant
sur l'autre extrémité un moment fléchissant My, que 'on fait disparaitre au temps initial
t = 0 en libérant soudainement ce coté de la tige. La tige n’est alors plus en équilibre et
on étudie son évolution dynamique.

MO
\(1/]{0
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A
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~

Fi1c. 1 — L’évolution dynamique d’un fragment qui suit la rupture initiale d’une tige fragile
est modélisée par la libération au temps t = 0 d’une tige de longueur L fizée, de courbure
itiale kg ne possédant pas de vitesse initiale.

2 Modele

La dynamique des tiges est décrite par les équations de Kirchhoff [11] qui dans la
limite des faibles fléchissements planes s’écrivent:

L K g1 (8,t) + T? k2(st) =0, (1)

ou les virgules en indices dénotent les dérivées partielles. Nous avons introduit un temps
caractéristique T construit & partir des propriétés mécaniques de la tige: 7 = L?/v ou
v=+/EI/(pA), avec E le module d’Young, p la masse volumique, A laire et I le moment
principal d’inertie de la section. Pour une tige de section circulaire de rayon r, I = 7r? /4
et v =cr/2, ou c = +/E/p désigne la vitesse du son dans le matériau. Notons que 7" est
directement proportionnel a la période du fondamental pour les petites oscillations libres
de la tige, Thee = 1.797T.

Dans I’équation (1), on cherche a déterminer 'inconnue k(s,t), fonction de I’abscisse
curviligne s et du temps ¢. On utilise les équations linéarisées pour les petites oscillations
dans le seul but de simplifier ’exposé : nous avons effectué des calculs numériques fondés
sur les équations compleétes non linéaires de Kirchhoff, et n’avons pas obtenu de différence
essentielle avec ce que la théorie linéaire permet de prédire. Les conditions initiales pour
I’équation (1) sont des conditions d’encastrement en s = L: x o2 (L,t) = 0, k g3(L,t) = 0, et
des conditions de bord libre en s = 0: k(0,t) = 0, K 5(0,t) = 0. Avec les conditions initiales
k(8,0) = Ko et k¢(s,0) = 0 (courbure uniforme kg, pas de vitesse initiale), on s’attend en
principe a une solution unique par intégration de I’équation aux dérivées partielle.

Il n’en n’est rien. Une analyse de ces conditions initiales et aux bords révele la présence
d’une incompatibilité: le probleme est mathématiquement mal posé. Il se développe par
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conséquent une couche limite aux temps tres courts ¢ ~ Ty ~ r/c: au bord libéré, la
courbure est initialement non nulle mais tend extrémement rapidement vers zéro. Durant
cette phase tres rapide les équations de Kirchhoff ne s’appliquent pas, les sections ne
restant pas planes. La conséquence [12] est que, pour décrire les temps grands devant ce
temps tres court de relaxation (régime dit intermédiaire), il faut chercher une solution
auto-semblable aux équations de Kirchhoff. Le régime intermédiaire est caractérisé par:

T,<t<T. (2)

3 Solution

Au vue des exposants de L et de T' dans ’équation (1), on cherche une solution
auto-semblable sous la forme r(s,t) = rkou(€) avec & = (s/L) \/t/T. Les conditions aux
bords pour la fonction u(§) s’écrivent alors u(0) = 0, v/(0) = 0 et u(+o00) — 1. Si l'on
injecte cette forme auto-semblable dans 1’équation (1), on obtient I’équation différentielle
ordinaire suivante pour u(§):

4u"(€) + 2 u"(€) +3€u'(§) =0 (3)
Cette équation admet l'intégrale premiere suivante :
I=48u"(€) — 4u"(€) + &' (€) = cte. (4)

La condition de bord u(+00) — 1 impose I = 0. Transposée en £ = 0, cette condition I = 0
implique u”(0) = 0. Cette troisiéme condition initiale sélectionne une unique solution (&
une constante multiplicative pres) de ’équation (3):

Klsit) = %os(mj_) (5)

ou S(x fo sin(§ y?)dy est I'intégrale sinus de Fresnel, utilisée en théorie de la diffraction.
L’ equatlon (5) ne décrit pas une solution progressive classique, s ~ ct, mais une solution
auto-semblable s ~ /7 t. Ceci est relié aux propriétés dispersives de I’équation d’ondes (1).

Le comportement de toute tige libérée soudainement & un bord est décrit par la méme
solution auto-semblable (5) dans le régime intermédiaire (2), quelles que soient les pro-
priétés du matériau, les détails de la libération initiale (qui doit néanmoins se produire sur
un temps tres court Ty < T'), et méme les conditions imposées sur le bord fixe. Cette solu-
tion universelle est tracée en bas de la figure 2, et comparée a une simulation numérique des
équations non-linéaires de Kirchhoff. La solution numérique révele bien, comme attendu,
un régime auto-semblable pour T; < t < T, pendant lequel un train d’onde de flexion
parcourt la tige depuis le bord libéré s = 0 jusqu’au bord encastré s = L, la longueur
parcourue croissant avec la racine carrée du temps. La solution auto-semblable (5) décrit
fidelement 1’évolution dynamique de la tige jusqu’a ce que des réflections se produisent sur
le bord encastré s = L, pour un temps t ~ T'. Pour décrire ses réflexions, il faudrait alors
combiner la solution auto-semblable (5) avec ses réflections obtenues par la méthode des
images.

4 Discussion

Une propriété essentielle de la solution auto-semblable est qu’elle prédit localement
un accroissement de courbure par rapport a la courbure initiale x¢. L’étude du maximum
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Fi1G. 2 — En haut : simulation numérique des €quations de Kirchhoff dynamiques pour une
configuration initiale en demi-cercle kg = w/L. La courbure au bord libéré k(0,t) relaze
vers zéro en quelques pas de temps puis est donnée dans le régime intermédiaire (2) par
la solution auto-semblable (5). Aux temps ultérieurs, des réflections se produisent sur le
bord encastré s = L. En bas: solution auto-semblable décrivant le régime intermédiaire

§=s/Vt.

de l'intégrale sinus de Fresnel montre qu’un maximum de courbure se produit dans le
régime intermédiaire pour (s/L)/\/t/T = 2y/7. La valeur de ce maximum de courbure
rapportée a la courbure initiale est un nombre universel, k,,/rko = 1.428. Juste apres la
libération du bord libre, et jusqu’a ce que des réflexions se produisent, un train d’ondes de
courbure traverse la tige de part en part, augmentant la courbure localement de 42.8%.
Ce résultat est assez contre-intuitif car on s’attendrait en libérant le bord libre (i.e. en
diminuant les contraintes) a voir les déformations diminuer de méme. Il est vrai que sur le
long terme, la tige va retourner a un état rectiligne (sans contrainte ni déformation), mais
nous venons de voir grace a la solution auto-semblable que sa dynamique tres particuliere
aux temps courts exhibe une augmentation locale de la courbure.

Si 'on se souvient que la tige est initialement courbée avec une courbure k¢ qui
coincide presque avec sa courbure limite de rupture x*, on voit que I'augmentation de
courbure qui suit la libération d’un bord de la tige est incompatible avec le critere de
stabilité a la rupture en flexion, k < k*. On en déduit que si I’état initial est suffisamment
chargé, la tige peut rompre uniquement parce qu’elle est relachée. Autrement dit, une cata-
pulte sans charge embarquée peut rompre uniquement parce qu’elle est déclenchée. Cette
assertion plutét surprenante peut étre vérifiée par une expérience relativement simple. On
courbe un spaghetti en arc de cercle jusqu’a une courbure proche de sa courbure limite.
On le relache brusquement & un bord. On observe alors souvent que le spaghetti rompt
trés rapidement, en un endroit plus ou moins éloigné du point de libération, parfois méme
au bord opposé. En filmant cette expérience a la caméra rapide, nous avons confirmé le
role du train d’ondes de flexion décrit par I’équation (5). La figure 3 montre des clichés
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Fic. 3 — Un spaghetti courbé peut casser lorsque on libére une de ses extrémités. La
pate est d’abord fléchie en arc de cercle jusqu’a une courbure légerement inférieure a
sa courbure de rupture. L’extrémité inférieure est encastrée. L’extrémité supérieure est
libérée soudainement, au temps t, = 0. On montre quelques images obtenues a la caméra
rapide a 1000 Hz: (a) libération t, = 0, (b) cliché intermédiaire t, = 0.0159T, (c) cliché
immédiatement antérieur a la rupture t. = 0.0509 T, et (d) immédiatement postérieurty =
0.0596T'. Les simulations numériques fondées sur les €quations dynamiques de Kirchhoff
sont superposées, sans paramétre ajustable : profil de la tige (pointillés), et cercle osculateur
(tirets) au point de courbure maximale (fleche). Noter que la rupture se produit bien au
point de courbure maximale.

expérimentaux superposés avec le calcul numérique sans parametre ajustable. La rupture
se produit exactement au point calculé de courbure maximale. En comparant le rayon de
courbure initial sur cette figure, et les rayons de courbure beaucoup plus faibles atteints
durant ’évolution dynamique de la tige, on voit qu’en effet, et contrairement a ’intuition,
la courbure de la tige augmente bien localement.

5 Conclusion

Nous avons expliqué comment une tige fragile casse lorsqu’elle est libérée a la fagon
d’une catapulte. Dans ’expérience de la catapulte la tige est régie par les mémes équations
qu’une moitié de tige en flexion venant de subir sa premiere rupture. Cette rupture se
traduit par la libération brusque de deux nouveaux fragments. Chacun de ces deux sous-
fragments suit une évolution dynamique semblable a celle d’une catapulte, caractérisée
par une augmentation locale de la courbure. Cette augmentation locale produit elle-méme
de nouveaux évenements de rupture puisque la courbure initiale, proche de la courbure
de rupture, est largement dépassée. On voit ainsi apparaitre un mécanisme de rupture en
cascade pour les tiges fragiles en flexion.

Pour étudier les ruptures suivantes dans une tige en flexion, il faudrait étudier la
dynamique des sous-fragments. La difficulté est qu’alors on ne part pas d’une solution
de courbure constante, mais d’une condition initiale plus complexe quant a son profil
de courbure. Les courbures ultérieures sont donc plus difficiles a étudier, mais pour une
raison purement technique. Le mécanisme que nous avons mis en lumiere reste néanmoins
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valable. Les seuls éléments susceptibles de limiter la taille finale des fragments sont liés
a la dissipation de ’énergie (comportement plastique et/ou visco-élastique de la tige,
dissipation de 1’énergie durant la propagation d’une fissure transversale, etc.) ou a des
phénomenes de retards a la rupture (la tige ne casse pas instantanément quand la courbure
k atteint sa valeur limite £*).

L’étude du systeme modele de catapulte nous a permis de comprendre pourquoi les
tiges ne cassent pas en général en deux morceaux. Il reste maintenant a comprendre ce qui
limite en pratique la cascade de rupture vers les petites échelles, et ce qui fixe la statistique
des fragments ainsi créés.
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Résumé

Nous proposons une théorie de la stabilité des modes d’oscillation carrée d’un
systeme électro-optique a retard fonctionnant dans le régime de période 2. Notre ap-
proche révele des relations entre la stabilité de ces modes et la dynamique du systeme
a 'approche et au départ des plateaux qui composent les motifs d’oscillation carrée.

Abstract

We propose a theory of the stability of square oscillation modes in a delayed-feedback electro-optical
system operating in the period-2 regime. Our approach reveals relations between the stability of these
modes and the dynamics of the system at the approach or departure from the plateaus that make
up the square oscillation patterns.

1 Introduction

Les systemes électro-optiques a retard sont, historiquement, les premiers dispositifs
optiques ol une dynamique chaotique ait été observée expérimentalement [1]. Ils sont
également connus pour leur capacité a présenter un trés grand nombre de modes d’os-
cillation différents dans des conditions de fonctionnement identiques [2], un phénoméne
appelé multistabilité. Cette propriété leur a conféré un vif intérét par le passé, car elle
offrait la perspective de réaliser des dispositifs optiques & mémoire [3]. Les réalisations
expérimentales rencontrérent cependant des obstacles [4]: il reste encore aujourd’hui de
grandes difficultés a expliquer pourquoi et dans quelles conditions certains modes sont ob-
servables de maniere stable et d’autres non. Plus récemment, les systeémes électro-optiques
a retard ont connu un regain d’intérét dans le domaine émergent des télécommunications
sécurisées basées sur la synchronisation du chaos [7].

Ces applications nouvelles, ainsi que l'importance croissante des phénomenes non-
linéaires a retard en sciences, motive les chercheurs a améliorer leur compréhension fonda-
mentale de ces systemes, méme dans les régimes dynamiques les plus simples tels que des
cycles limites [10]. Ceci nous a conduits a ré-examiner d’un point de vue théorique la ques-
tion de I'observabilité des différents modes d’oscillation périodique qui peuvent apparaitre
dans le régime multistable. Plus précisément, nous proposons une théorie semi-analytique
de la stabilité de ces oscillations dans le domaine de période 2 (P2). Ce terme désigne
un régime de fonctionnement caractérisé par des oscillations carrées avec une période T
légerement plus grande que le double du temps de retard.

Un comportement P2 typique est représenté dans la fig. 1a. Le mode fondamental qui
y est montré coexiste souvent avec ses harmoniques impaires (voir la troisieme harmonique
dans la fig. 1b). Ces modes peuvent subir des doublements de période successifs qui en font

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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F1a. 1 — Solutions périodiques de l’équation d’Ikeda (2) dans le régime P2 pour p = 0.6
et r = 45. L’axe horizontal parcourt une période fondamentale T, qui est légérement plus
longue que le double du retard.

des précurseurs aux modes de plus grande période utilisés dans les dispositifs & mémoire [4,
5].

Les modeles les plus simples de dispositifs électro-optiques a retard consistent en une
équation différentielle & retard de la forme (sans dimension) suivante [6, 7, 8, 9]:

L(t) + x(t) = f (z(t — 7)), (1)

ou le point représente une dérivée par rapport au temps t, r est le temps de retard, x
désigne le signal de sortie, et la fonction f introduit la réponse non-linéaire du dispositif
(et peut dépendre d’un certain nombre de parametres controlables). Un modele bien connu
est I"équation d’Tkeda [11], pour laquelle f(z) = wu [1 + 2B cos (z — xg)]. L’étude présentée
ici est valable pour le modele générique (1), sous I'hypothese que le temps de retard est long
par rapport au temps de réponse caractéristique du systeme électro-optique. Cependant,
tous les résultats quantitatifs représentés sous forme de diagrammes sont donnés dans le
cas particulier de I’équation d’Ikeda avec B = 0.5 et g = —7. L’équation (1) se réduit
alors a

(t) + x(t) = [l —sinz(t —r)], (2)

ou le retard r et le taux de pompage u sont les seuls parametres libres restants.

2 Dynamique transitoire

L’étude des équations différentielles a retard est un probleme difficile. Cependant, des
analogies entre systéemes a retard et systemes étendus spatialement ont été découvertes
[12] et ouvrent la voie vers de nouvelles méthodes d’analyse [13]. Dans la découverte de
ces analogies, une représentation bidimensionnelle des séries de données temporelles, telle
que celle que nous adoptons dans les fig. 2a-b, s’est révélée utile [14]. Cette figure montre
des oscillations transitoires de longue durée de 1’éq. (2): deux solutions numériques pour
1 = 0.6 correspondant a des conditions initiales distinctes y sont représentées dans le
plan ¢ vs (t mod T'). Les valeurs de x sont mesurées sur une échelle de gris. La période
fondamentale T, qui figure dans ’expression qui apparait en abscisse, a été préalablement
déterminée numériquement a partir de la solution P2 fondamentale de I’éq. (2), représentée
dans la fig. 1a. Les fig. 2a—b séparent visuellement les oscillations carrées rapides sur un
intervalle de temps 7' (mesurées le long de I’axe horizontal) de la dynamique transitoire
beaucoup plus lente (observable le long de 1’axe vertical).

La dynamique est structurée comme une alternance de plateaux connectés par des
transitions rapides (ou parois) qui dérivent lentement. La fig. 2a montre attraction, la
collision et I’annihilation de deux paires de parois opposées, avec formation d’un état final
périodique contenant seulement deux parois par période, que I'on identifie comme le mode
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F1G. 2 — a, b) Solutions transitoires de l’éq. (2) dans une représentation bidimensionnelle
des données temporelles (voir texte), pour u = 0.6 et r = 45. Les valeurs de x sont
représentées sur une échelle de gris. ¢, d) Distributions des instants de transition extraites
de ces données.

fondamental (représenté dans la fig. 1a). Dans la fig. 2b, aucune annihilation n’a lieu car
les parois adjacentes se repoussent 'une l'autre. L’état final est identifiable comme la
troisieme harmonique (montrée dans la fig. 1b).

Les fig. 2c—d donnent une représentation différente de la méme dynamique. La, la
distribution des instants de transition t; (k entier) est tracée dans le plan ¢ vs (¢ mod 37).
Les t; sont définis précisément comme les instants qui satisfont la condition x(t;) =
x (tk — %T ) Remarquons que leur distribution suit le mouvement des parois dans les
fig. 2a-b. Ceci suggere que la clé de la stabilité des motifs d’oscillation repose dans I’étude
de la maniere dont la distribution des instants de transition sur une demi-période détermine
leur propre dérive sur une longue échelle de temps. Notre approche a donc consisté a
obtenir a partir de I’éq. (1) un ensemble d’équations plus simples qui décrivent la dérive
des instants de transition t; sous l'effet de la dynamique transitoire lente.

3 Profil des parois

Avant de présenter ces équations simplifiées, il est utile d’examiner plus en détail le
profil des parois, dont nous verrons qu’il exerce une influence importante sur la dynamique
a long terme. Les fig. 3a—b montrent le profil des parois ascendantes dans la dynamique
P2 de I’équation d’lTkeda (2), calculé numériquement pour deux valeurs distinctes de u.
(On peut vérifier que la fig. 3b reproduit bien le profil des transitions ascendantes dans
la fig. 1, ou la méme valeur de p est utilisée.) Une caractéristique importante de ces
profils, a peine discernable sur les fig. 3a—b, est clairement révélée par les fig. 3c—d, qui
montrent la pente (c’est a dire, la valeur absolue de la dérivée par rapport au temps) de
la paroi ascendante sur une échelle logarithmique, pour les deux mémes valeurs de p. Ces
diagrammes mettent en évidence I’absence (fig. 3c) ou la présence (fig. 3d) d’oscillations
sur les queues des parois, c’est a dire, dans la dynamique asymptotique en amont ou en
aval des transitions. L’importance de ces oscillations apparaitra clairement dans ce qui
suit.
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F1G. 3 — a, b) Paroi ascendante pour l’équation d’lkeda (2), avec a) p = 0.4 et b) u = 0.6.
¢, d) Logarithme de la pente de la paroi ascendante, pour les mémes valeurs de .

Qu’elles présentent ou non des oscillations, on peut montrer que les queues des parois
ont une forme exponentielle. Plus précisément, on peut écrire (de maniére compacte) que,
pour =+ (t — t) positif et suffisamment grand:

#(t) = Re{af exp o (¢ — ti)]} 3)

ou les coefficients o_ et oy représentent respectivement les taux de décroissance expo-
nentielle des queues future (apres la transition) et passée (avant la transition), et ou les
af sont des constantes. Notons que I'existence d’une partie imaginaire traduit la présence
d’oscillations sur les queues, tandis que des taux de décroissance exponentielle réels in-
diquent un profil monotone. Nous pouvons montrer que o_ et o4 sont toujours réels au
seuil d’oscillation P2, et possedent toujours une partie imaginaire en un point de bifur-
cation vers un régime de période 4. De ceci, on déduit que les queues sont monotones au
seuil P2, mais deviennent nécessairement oscillantes avant une bifurcation vers un régime
de période 4.

4 Analyse

Dans le régime P2, la solution = de 1’éq. (1) bascule entre deux valeurs plateaux aux
instants t;. Notons n le nombre de ces transitions qui ont lieu sur une demi-période. La
rétroaction force la solution z & se répéter avec une inversion des plateaux toutes les demi-
périodes, ce qui implique que n est un nombre impair. (Le mode fondamental de la fig. 1a et
sa troisieme harmonique, dans la fig. 1b, correspondent a n = 1 et n = 3, respectivement).
Il est commode d’exprimer les temps de transition ¢; en termes de nouvelles variables plus
directement liées a la représentation bidimensionnelle de la dynamique utilisée dans la
fig. 2. Soient sgc =tpiak — %lT, ouk=0,...,n—1et [ est un nombre entier quelconque. La
variable sfk représente alors le déplacement de la k-éme transition apres | demi-périodes.
Dans les fig. 2c—d, si/, peut étre lu directement comme la k-éme abscisse correspondant a
l'ordonnée t = %lT . Si les déplacements 32 different peu d’une valeur de [ a la suivante,
il est justifié de remplacer l'indice discret [ par la variable temporelle continue ¢ = %ZT et
de réécrire sb comme s (t).

Un calcul que nous ne détaillons pas ici (mais dont la démarche est esquissée dans [15]
et sera exposée ailleurs de maniére plus compléte) permet alors d’obtenir des équations
qui gouvernent la dérive lente des déplacements sy (t):

1

§T$k =Re{c expo_ (sk —sx_1)] +c exploy (sk —sks1)]}, k=0,...n—1, (4)
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ol nous avons défini s_1 = s,,_1— %T et s, = sg+ %T . Les symboles ¢* sont des constantes
que l'on peut déterminer numériquement (ainsi que la période fondamentale T" et les taux
de décroissance o1) a partir des parametres de ’équation originale (1) (voir [15] pour
plus de détails). Les éq. (4) forment un ensemble fini d’équations différentielles ordinaires.
Elles relient la dérive lente des transitions, si, aux intervalles de temps s — sp_1 qui les
séparent. Les solutions P2 stables de I’éq. (1) correspondent aux équilibres stables des

éq. (4).

5 Discussion

Les deux termes dans le membre de droite des éq. (4) peuvent étre interprétés comme
décrivant des interactions effectives entre parois adjacentes. Le signe et l'intensité des
interactions dépendent de la distance de séparation des parois. La décroissance des inter-
actions avec la distance est exponentielle, avec des taux |o1|, et peut donc étre monotone
ou oscillante, en relation directe avec les profils des queues des parois. Il est possible de
montrer qu’aussi longtemps que les queues restent monotones, les termes d’interaction
restent attractifs. Dans ce cas, une analyse de stabilité des éq. (4) révele que toute solu-
tion pour n > 1 est instable. Les parois ont donc tendance a collisionner et a s’annihiler
par paires jusqu’a ce qu’il ne reste qu’une paroi par demi-période. Ceci implique que le
seul motif stable est le mode fondamental lorsque les queues des parois sont monotones.
Il s’agit d’une dynamique comparable a celles de particules attractrices contraintes de se
mouvoir sur un cercle: s’il y en a plus d’une, elles vont collisionner par paires jusqu’a ce
qu’il n’en reste qu'une. D’autre part, si les queues des parois oscillent, alors les termes d’in-
teraction oscillent également en fonction de la séparation des parois. Dans ce cas, plusieurs
équilibres stables, correspondant éventuellement a différentes valeurs de n, sont possibles.
En conclusion, la stabilité des harmoniques supérieures (c’est a dire, celle pour lesquelles
n > 1) est déterminée par la forme des parois, et plus précisément par leur comportement
asymptotique en amont ou en aval des transitions.

Nous pouvons utiliser les éq. (4) pour analyser quantitativement la stabilité des modes
d’oscillation P2 de I'éq. (2) avec des transitions équidistantes: sp — sp_1 = %nT pour
k=0,...,n—1. Pour ’équation d’Tkeda (2), le seuil d’oscillation P2, us, et la bifurcation
vers le régime de période 4, 14, sont donnés (pour r grand) par pue = 0.374 et py = 0.626. De
plus, apparition d’oscillations sur les queues des parois a lieu en i3 = 0.5. La fig. 4 montre
les limites de stabilité des premiers modes dans le plan u vs r pour uo < u < 4. Notons
que le domaine de stabilité, pour une valeur de p fixée et pour une harmonique spécifique
n, est structuré en bandes déconnectées de valeurs du retard r. Chaque bande est limitée a
gauche par une courbe numérotée en trait plein, et a droite par une courbe identiquement
numérotée en traits interrompus. Cette structure en bandes peut étre observée le plus
facilement pour la troisieme harmonique, dont les deux premieres bandes de stabilité sont
visibles sur la figure. On peut calculer que la largeur et ’écartement des bandes de stabilité
pour la n-éme harmonique est donnée approximativement par la durée de n demi-cycles
d’oscillation des queues futures des parois. (Comparez les largeurs des bandes en p = 0.6
dans la fig. 4 et la taille des bosses dans la partie droite de la fig. 3d, qui représentent des
demi-cycles successifs dans la queue future.)

A notre connaissance, cette structure en bandes des domaines de stabilité n’a jamais
été prédite auparavant. Son identification souligne la nécessité de bien choisir le temps de
retard pour stabiliser une harmonique donnée : méme si le systéeme est isolé des influences
externes, un retard trop petit ou trop grand peut étre la cause d’une instabilité.
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F1G. 4 — Frontiéres de stabilité des modes d’oscillation réguliers de I’équation d’lkeda (2),
dans le régime P2. Les nombres indiquent [’ordre n de I’harmonique qui subit un change-
ment de stabilité. Les domaines de stabilité sont situés a droite (resp. gauche) des courbes
en traits pleins (resp. interrompus).
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Instabilités tridimensionnelles de 1’écoulement de von Karman entre
disques contra-rotatifs
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Résumé

Nous étudions numériquement et expérimentalement I’écoulement engendré par
deux disques en exacte contra-rotation avec une paroi latérale immobile. Nous avons
fait varier deux parametres adimensionnels: le rapport de forme hauteur sur rayon
I' = H/R et le nombre de Reynolds construit avec la vitesse de rotation des disques,
leur rayon et la viscosité cinématique du fluide Re = QR?/v. Pour I' = 2, nous avons
numériquement calculé les états stables successivement rencontrés par 1’écoulement
en fonction de Re: des états stationnaires correspondant au mode azimutal m = 1
(dénotés M), des ondes tournantes (TW), des pseudo-cycles hétéroclines (Het) et des
états stationnaires correspondant & m = 2 (P). Ce scénario est théoriquement décrit
par une bifurcation de presque codimension 2 en présence de la symétrie O(2). Pour
différents rapports de forme 0.5 < T'" < 3, I’étude de la stabilité linéaire a montré que
les modes tridimensionnels sont dominants et stationnaires et que le mode critique
décroit avec I'. Un montage expérimental utilisant la méme géométrie a mené a un
diagramme d’existence en (I',Re) en bon accord avec les résultats numériques. Parmi
les états stationnaires et dépendant du temps, des pseudo-cycles hétéroclines ont été
mis en évidence a I' = 2, présentant des différences avec ceux numériquement observés.

Abstract

The flow produced in an enclosed cylinder by the exact counter-rotation of the top and bottom disks
18 numerically and experimentally investigated. The dynamics are governed by two parameters, the
Reynolds number Re based on cylinder radius and disk rotation speed and the height-to-radius ratio
I'. ForT' = 2, when Re is increased, the axisymmetric basic state loses stability and different com-
plex flows appear successively: steady states with an azimuthal wavenumber of 1 (called M), traveling
waves (TW), near-heteroclinic cycles (Het), and steady states with an azimuthal wavenumber of 2
(P). This scenario is understood in a dynamical system context as due to a nearly codimension-two
bifurcation in the presence of O(2) symmetry. For varying aspect ratios 0.5 < T < 3, the stability
analysis shows that non-axisymmetric modes are dominant and stationary and that the critical azi-
muthal wavenumber is a decreasing function of I'. An experiment using the same geometry has lead
to a regime diagram in the (I'yRe) plane which compares well with the numerical results. Among
the steady and time-dependent states found in the experiment, robust near-heteroclinic cycles are
found for T' = 2 that reveal different from those numerically observed.

1 Introduction

L’écoulement produit dans une cavité cylindrique par ’entrainement de deux disques
en rotation a été le sujet d’études théoriques, expérimentales et numériques exhaustives

1. LMEE, Université d’Evry Val d’Essonne, 40 rue du Pelvoux, 91020 Evry Cedex France
2. Fluides, Automatique et Systémes Thermiques, Bat. 502, 91405 Orsay Cedex, France
3. Laboratoire de Physique Statistique, ENS, 24 rue Lhomond, 75231 Paris, France
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Fia. 1 — Géométrie et symétries: (a) Schéma de la configuration étudiée. Les figures
insérées sont des résultats numériques des contours de la vitesse azimutale (d gauche) et
des vecteurs du champ méridien (a droite) pour Re = 300. (b) Schémas des symétries.
D’apreés [5].

depuis Batchelor [1] et a été baptisé écoulement de von Karmdan par Zandbergen et Dijkstra
[2]. Parmi ces écoulements, celui engendré par deux disques en contra-rotation avec une
paroi latérale immobile a permis d’atteindre des nombres de Reynolds de I'ordre de 107
dans l'eau, lair, 'hélium gazeux ou le sodium liquide. Or, la route vers le chaos de cet
écoulement turbulent n’a pas été précédemment étudiée. Nous avons donc entrepris 1’étude
des bifurcations et des états non linéaires de cet écoulement.

2 L’écoulement de von Karman a ' =2

2.1 Géométrie de I’écoulement et symétries

Le dispositif étudié est représenté en figure 1 (a) ou les notations sont précisées.
La dynamique est gouvernée par deux parametres adimensionnels: le rapport de forme
hauteur sur rayon I' = H/R et le nombre de Reynolds construit avec la vitesse de rotation
des disques, leur rayon et la viscosité cinématique du fluide Re = QR?/v. Dans le code, le
rayon du disque Ry est le méme que celui du cylindre R, c’est-a-dire R, = Ry = R. Cette
configuration est invariante par rotation autour de I’axe vertical désignée par Sy et par
rotation d’angle 7 autour d’un axe horizontal arbitraire notée R (6p) (fig. 1 b). Ces deux
groupes de symétrie conférent la symétrie O(2) au systéme pour tout rapport de forme.
L’écoulement de base possede toutes les symétries du probleme, il est donc stationnaire et
axisymétrique. La contra-rotation des deux disques crée une couche de mélange azimutale
équatoriale (fig. 1 (a) a gauche). Chaque disque tournant donne lieu & une couche d’Ekman
(fig. 1 (a) a droite).

2.2 L’interaction modale 1:2 mise en évidence a [' = 2

Nous avons étudié numériquement dans [3] le cas en ezacte contra-rotation & un rap-
port de forme I' = 2. Nous avons calculé les états stables successivement rencontrés par
I’écoulement en fonction de Re: des états stationnaires correspondant au mode azimu-
tal m = 1 (dénotés mixed mode M), des ondes tournantes (TW), des ondes tournantes
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modulées (MWH), des pseudo-cycles hétéroclines (Het) et des états stationnaires corres-
pondant & m = 2 (dénotés pure mode P) (voir fig. 2). La branche des états M apparaissant

unstable mixed

MWH ™’ .~
T )7 pure
7 T MY P
M P,/ 412 427
T T T | =
349 401 418 452

Fia. 2 — Diagramme de bifurcation théorique en fonction de Re. Les solutions stables sont
ndiquées en trait continu, les instables en tiré et les pseudo-cycles hétéroclines en zone
hachurée. Les lignes en point-tiré sont les branches non calculées. Les seuils sont indiqués
par des points: Reyy = 349, Rep ~ 401, Rerw =~ 412, Reymp ~ 418, Reywn = 427.3,
Repet = 427.4, Reyyp ~ 452. D’aprés [3].

a Rep correspond a une modulation azimutale de la couche de cisaillement équatoriale qui
donne naissance a un tourbillon radial stationnaire (voir fig. 3 a). Ces solutions deviennent
instables a Rerw et se tranforment en ondes tournantes, droites ou gauches. Ces ondes
sont elles-mémes instables a Reynwy vis & vis d’ondes modulées représentées en fig. 4 (a)
existant sur une tres petite gamme de Reynolds 427.3 < Re < 427.4. Le régime le plus
exotique apparait a Repet ou le systeme oscille entre deux modes m = 2 se déduisant
I'un de l'autre par une rotation de m/2. Nous avons observé deux types de pseudo-cycles
hétéroclines : des cycles a deux plateaux et d’autres & quatre plateaux (fig. 4 b et ¢). Ces
cycles sont détruits a Reppp ou la branche de solutions devient celle des modes m = 2
correspondant a deux tourbillons radiaux co-rotatifs (fig. 3 b).

TITY

F1G. 3~ Champ de vecteurs et vorticité radiale dépliés de 0 a 2w montrant (a) un tourbillon
radial & Re = 355, (b) une paire de tourbillons corotatifs a Re = 500. D’apreés [3].

3 Variation du rapport de forme

3.1 Résultats numériques

Nous avons étudié numériquement la stabilité de I’écoulement produit par des disques
en exacte contra-rotation en fonction du rapport de forme dans l'intervalle 0.5 < T" < 3
[4]. Pour chaque I', nous avons calculé le nombre de Reynolds marginal Re,,(I") pour des
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F1G. 4 — Evolution temporelle d’un signal numérique de vitesse verticale pour (a) les ondes
tournantes modulées ¢ Re = 427.35, (b) les pseudo-cycles hétéroclines a 4 plateaux a
Re =430, (c) les pseudo-cycles a 2 plateaux a Re = 435. D’apreés [3].

valeurs entieres du nombre d’onde azimutal 0 < m < 5 (fig. 5). Tous les modes sont sta-
tionnaires au seuil, i.e. les valeurs propres sont nulles au seuil sauf pour les branches notées
m =0 (Hy) et m = 0 (Ha). Les points de codimension 2 correspondent & l'intersection entre
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Fia. 5 — Seuils Rey,(I') pour les modes azimutaur m = 0 a 5 en fonction du rapport de
forme I'. Les modes m = 1 a 5 sont stationnaires alors que le mode azisymétrique est
stationnaire pour m =0 (Py1) et (Pa) et oscillant pour m =0 (Hy) et (Hz). D’aprés [4].

deux courbes de nombres d’onde différents et sont donnés par Re(m = 4,m = 3) = 365 a
T =0.63, Re(m=3,m=2)=310T =0.95 et Re(m =2,m =1) =330 4 T = 1.64.

3.2 Résultats expérimentaux

Notre étude expérimentale utilise deux techniques complémentaires : la visualisation
par ensemencement d’iriodine dans de I’huile de silicone et la vélocimétrie par images
de particules (PIV). Pour les visualisations, nous avons disposé deux miroirs a 120°
degrés de part et d’autre du cylindre et nous avons ensuite traité les images enregistrées
par caméra CCD (voir fig. 6). Ces deux techniques nous ont permis de comparer les
résultats numériques et expérimentaux de fagon précise. L’enveloppe inférieure des seuils
en nombre de Reynolds trouvée numériquement est reproduite en figure 7 avec les résultats
expérimentaux obtenus a ’aide des visualisations par particules d’iriodine. L’accord entre
les seuils numériques et expérimentaux est tres satisfaisant. Nous avons aussi déterminé
des seuils d’apparition de comportements instationnaires [5].
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(a) (b)

Fic. 6 — Modulation azimutale de la couche de mélange mise en évidence par les parti-
cules d’iriodine pour deux rapports de forme. Les images sont traitées de la facon sui-
vante : l'image directe est présentée a gauche, les images des miroirs sont renversées et
disposées au milieu et a droite. Ce montage permet de reconstruire l’image du périmeétre. Le
mode azimutal correspond au nombre de mazxima le long d’une circonférence. Les schémas
inférieurs aident o la lecture des images. (a) I' = 2, m¢ = 1; (b)) I' = 1.5, mg = 2.

D’aprés [5].
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Fia. 7 — Diagramme dans le plan (I',Re) [5]. o: Etat stationnaire non axisymétrique de
mode critique m¢ (indiqué par le chiffre), /\: état instationnaire, carré: état stationnaire
non axisymétrique avec m # me. La partie grisée représente différents états instation-
naires. —: Seuils numériques, — — —: Lignes indiquant les points de codimension-2.

4 Cycles hétéroclines numériques et expérimentaux

Nous avons obtenu des pseudo-cycles hétéroclines a I' = 2 dans l'expérience a I' = 2
pour 450+8 < Re < 480+4. Des signaux temporels de la vitesse horizontale sont présentés
en fig. 8. Les oscillations ont lieu en fait entre trois états stationnaires : deux modes m = 2
reliés par une rotation de 7/2 (labels a et ¢) et un mode m = 2 différent (label e). Les états
transitoires (labels b et d) correspondent & des modes m = 1. Les cycles expérimentaux
sont donc distincts des cycles strictement périodiques trouvés numériquement (fig. 4 b
et ¢). La différence semble étre due aux bruits et a un défaut géométrique du montage
expérimental [5].
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Fia. 8 — FEwvolution temporelle d’un signal expérimental de vitesse horizontale pour les
pseudo-cycles hétéroclines (a) a Re ~ 452, (b) a Re ~ 469. D’aprés [5].

5 Conclusion

Nous avons mené des études numériques et expérimentales sur I’écoulement de von
Karman en exacte contra-rotation. Elles ont mis en évidence des pseudo-cycles hétéroclines
pour une gamme étendue de nombres de Reynolds. L’expérience que nous avons réalisée est
la troisieme au monde a présenter ce régime exotique a coté d’une expérience de convection
thermique en rotation autour d’un axe vertical via 'instabilité de Kuppers-Lorz [6] et une
expérience d’instabilité de flammes [7].
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Résumé

En utilisant la mécanique des milieux continus, nous étudions le décollement, di
a une force d’étirement verticale, d’une poutre libre inextensible en adhésion sur un
substrat lisse. Dans cette étude, nous utilisons le modele de elastica [2] et un potentiel
d’adhésion de type Van der Waals. Nous obtenons numériquement la courbe force-
hauteur a température nulle et la force critique de décollement en fonction de trois
parametres adimensionnés. Nous obtenons aussi une solution analytique dans le cas
d’un potentiel de contact pour Padhésion [3]. Nous terminons enfin par la présentation
du modele dans le cas ou 'effet de la pesanteur est pris en compte.

1 Introduction

L’élasticité et I’adhésion jouent un réle important en biophysique et en science des
matériaux aussi bien du point de vue appliqué que théorique [1]. La nano-manipulation de
chaines de polymeres et de macromolécules biologiques nous renseigne sur les propriétés
mécaniques de macromolécules tels que PADN ou I’Actine. Les outils expérimentaux tels
que les pinces optiques [2] ou ’AFM [3], permettent d’imposer des déformations de 'ordre
du nanometre et de mesurer des forces de ’ordre du piconewton. Grace & ces techniques,
les différents mécanismes d’adsorption entre une macromolécule et un substrat peuvent
étre étudiés. A une échelle plus grande, I'adhésion de certains lézards (geckos) sur une
surface se fait par des mécanismes impliquant les forces de van der Waals et 1’élasticité.
Du point de vue théorique il est important d’étudier des modeles simples dans lesquels
élasticité et adhésion sont couplés [4, 5, 6, 8, 7, 9, 10, 11]. Dans cet article, nous étudions
une poutre, de rayon R, inextensible, semi-flexible décrite par son énergie de flexion, en
adhésion sur un substrat lisse et non polaire. La poutre, dont les extremités sont libres,
est attirée par le substrat et une force d’étirement verticale lui est appliquée a 'une de
ces extremités. La poutre est alors décrit par le modele de Delastica [2], ce qui permet de
résoudre analytiquement ou numériquement les equations donnant la position d’équilibre
statique du systeme. Nous montrons I’existence de plusieurs branches de solutions de type
ressort et anti-ressort. Nous concluons cet article par I’étude de 'effet de la gravité sur la
poutre et par une illustration expérimentale.

2 Adhésion de type van der Waals

Comme cela a été précisé dans I'introduction on considere une poutre inextensible
décrite par deux parametres, L sa longueur et r le coefficient de flexion. Le potentiel
d’adhésion est aussi décrit par deux parametres, W le coeflicient d’adhésion et o le rayon de
van der Waals. Nous appliquons a une extrémité de la poutre une force verticale d’étirement
(Figure 1). Nous étudions la limite R << o, limite dans laquelle la section de la poutre ne

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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Substrat  attractif

Fi1G. 1 — Schéma de la poutre en adhésion sur un substrat et soumise a une force verticale.

F1G. 2 — Courbe force-hauteur pour e = 0.1, a) w = 6, b) w = 160, ¢) w = 300, d)
w = 1000. Ces courbes sont obtenues par résolution numérique des équations (4). f est

lintensité de la force d’étirement a l'extrémité de la poutre et y(1) est la hauteur de cette
meéme extrémité.
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se déforme pas contrairement au probleme du contact de Hertz [13]. Nous supposons de
plus que le rayon de courbure local de la poutre est beaucoup plus grand que son rayon
R. Ces hypotheses nous permettent d’utiliser le modele de 'elastica. L’intéraction entre
la poutre et le substrat semi-infini peut étre modélisée par un potentiel de type van der
Waals [14],

V(y) =WI[(=)" = (). (1)

W est I'énergie d’adhésion par unité de longueur et o est le rayon de van der Waals. Nous
négligeons les fluctuations thermiques puisque les fluctuations transverses de la poutre
L?/ L, sont petites devant L de telle sorte que L < L, = kbLT ou L, est la longueur de
persistance. Enfin, pour nous assurer que la poutre est en adhésion forte avec le substrat,
nous supposons que ’énergie d’adhésion est grande de sorte que W > kT /o. L’énergie
totale du systeme est alors,
w (L. L

B=" /O §2ds + /0 V(y)ds — Fy(L) | 2)
ol le premier terme est ’énergie de flexion, le second terme est I'intéraction avec le substrat
et le dernier terme est le travail de la force verticale. s est ’abscisse curviligne le long de
la poutre, le point représente la dérivée par rapport a s, 6 est ’angle entre la tangente
a la poutre et 'axe x et F' est l'intensité de la force appliquée en s = L (Fig. 1). Le
profil de la poutre peut étre reconstruit dans la base cartésienne en utilisant les relations
géométriques suivantes 0y = sin 6 ds et dx = cos 6 Js. Le choix pour 'adimensionnalisation
est le suivant: 5= ¢ , 2 =7 ,9 =¥, E = EL/k. Le multiplicateur de Langrange 7(s)
est introduit car y et 6 ne sont pas indépendants [15]. Dans la suite de ’article toutes les
variables sont adimensionnées mais la notation de la barre est abandonnée. Nous obtenons
donc:

1/t L oe € ! . .
peg [ g [19 = Cfst [a@i—smos— ). @

Ici w = WIL?/k, ¢ = 0/L et f = FL?/k sont les trois parametres adimensionnés du
systeéme. Les conditions aux limites aux extrémités de la poutre sont: (0) = 0 et (1) = 0
puisqu’aucun couple n’est imposé. La minimisation de la fonctionnelle d’énergie E aboutit
au systeme d’équations non linéaires suivant:

. ov
0+~cos =0, y=—, y=sinb, 4
v =g, ¥ (4)

ounv(y) = w[(i)g - (5)3] Les conditions aux limites sont 8(0) = 0, 4(0) = 0, (1) = 0 et
v(1) = f. Les conditions inconnues sont 6(0) et y(0). Les équations (4) ont été résolues par
une méthode de tir. Nous nous intéressons tout d’abord a la relation entre la hauteur y(1)
et la force imposée f. La figure 2 montre la courbe force-hauteur pour 4 valeurs de w. La
figure 2a obtenue pour w = 6 en résolvant le systéeme d’équations (4) montre qu'il existe
au plus 2 valeurs de y(1) pour une force donnée. Cette courbe admet un maximum pour
f = fa et y =y La force fq est la force critique de détachement. Pour des hauteurs
supérieures a y.1 le systéme se comporte comme un anti-ressort c’est-a-dire que la force
décroit avec la hauteur. Par contre pour y(1) < y.1 le comportement est de type ressort.
Pour des valeurs plus élevées de w (courbe b et ¢) un deuxiéme maximum apparait pour

f = fes et y(1) = yc3. La force critique de détachement est alors max(f.;,fc3). Enfin pour w
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grand (courbe d), le maximum (f.1,y.1) disparait et donc la force critique de détachement
est fe3. Le diagramme de phase détaillé dans 'espace des parametres (f,w) est décrit dans
la référence [3].

3 Limite du potentiel de contact

L’étude menée ci-dessus peut-étre fait dans la limite d’un potentiel d’adhésion de type
adhésion de contact. On considere dans ce cas que ’énergie d’adhésion est proportionnelle
a la longueur de la poutre en contact avec le substrat. L’énergie totale du systeme s’écrit
maintenant:

1 .
E = %/SO 6%ds — wso — fy(1) , (5)

ou sg représente 'abcisse curviligne du point de décollement de la poutre. La minimisation
de la fonctionnelle d’énergie aboutit au systeme d’équations suivant:

0 =—fcos(d), ©=sind . (6)

Les conditions aux limites sont: 6(sg) = 0, 8(1) = 0 et 6(sp) = v/2w comme le démontrent
[4, 15]. La résolution de ce systéme d’équations donne pour sy ’expression suivante: sy =

1— foe(l) —% __ ousinf(l) = % Pour s > s le profil de la courbe est donné

v/ 2[w—fsin(6)] ’

implicitement par | 69((51)) 00

2[w— f sin(@
Comme le montre la ﬁgur([a QT la(c)t])urbe force-hauteur est monotone décroissante et la
poutre se comporte comme un anti-ressort. Dans ce cas, la force est infinie lorsque y(1)
tend vers zero puisque nous sommes dans le cas d’un potentiel de contact. Ce résultat
est conforme a la limite de € tendant vers zero dans le modeéle d’une adhésion de type
van der Waals (résultats non présentés ici voir [3]). La poutre se comportant comme un
anti-ressort, il existe une force minimale critique de décollement f,,.

=1-—s,etpour 0 < s < sp nous avons 0(s) = 0.

4 Effet de la gravité et illustration expérimentale

En présence d’un champ de gravité I’énergie adimensionnée est

1 /1. 1 1
E = —/ 0%ds — wso — fy(1) + ag/ y(s)ds +/ v(s)[y — sinb]ds (7)
2 S0 S0 S0
ou sg représente ’abcisse curviligne du point de décollement de la poutre. Nous avons trois
3
parametres sans dimensions oy = £ g,f , f=FL?/k et w= WL?/k. La minimisation de

la fonctionnelle d’énergie aboutit au systéme d’équations suivant:
0 =—v(s)cos(d), 4 =a,, y=sinb. (8)

Les conditions aux limites sont: 6(sq) = 0, 6(so) = V2w, (1) = f et §(1) = 0. La
résolution numérique de ce systéme d’équation permet d’obtenir les profils de la poutre se-
lon la hauteur imposée. La figure 3 montre le profil d’une poutre a laquelle trois différentes
hauteurs ont été imposées. Plus la hauteur imposée est grande, moins la force a I’extrémité
est grande. Cependant, lorsque la hauteur de extrémité y(1) est suffisament grande ap-
parait une branche de solutions de type ressort qui est la conséquence des effets de la
gravité. Ce comportement est illustré sur la figure 5.
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Fic. 4 — Profil de la poutre pour w = 3,
ag = 10 obtenue par résolution numérique
des équations (8). Courbe (—) pour f =
20, courbe (x) pour f = 15, courbe (o)
pour f =10. La branche de solution a la-
quelle appartiennent ces solutions est de
type anti-ressort.

Fic. 3 — Courbe force-hauteur théorique
pour w = 6 dans le cas du potentiel de
contact, obtenue par résolution analytique
des équations (6). fm, est la force minimale
au décollement.

Pour mettre a ’épreuve le modele de 'elastica pesant, nous menons actuellement, en
collaboration avec E. Perez et F. Pincet du Laboratoire de Physique Statistique (ENS-
Paris), une expérience de traction de poutre en adhésion. Les poutres sont composées d’un
élastomere (PDMA) et mesurent 0.78mm de diametre et 7cm de longueur. Une fibre de
verre de 10pum de diametre est collée a 'extrémité mobile de la poutre. La rigidité de la fibre
étant négligeable devant celle de la poutre, nous nous assurons que la force d’étirement
n’a pas de composante horizontale en vérifiant que la fibre de verre est toujours verticale.
La poutre est initialement déposée sur une lame de microscope sur laquelle elle adhere. La
hauteur de la poutre est ensuite augmentée et le profil correspondant a chaque hauteur est
photographié. La Figure 4 est une image expérimentale montrant la poutre en adhésion
sur la lame de microscope et le temoin assurant la verticalité de la force d’étirement. Une
étude quantitative est en cours.

5 Conclusion

Nous avons étudié le décollement d’une poutre a section indéformable en adhésion
sur un substrat lisse soumise a une force d’étirement verticale. Nous avons montré qu’il
existe une branche de type ressort et une branche de type anti-ressort lorsque ’adhésion
est décrite par un potentiel de type van der Waals. Dans la limite d’une adhésion de
contact, la branche ressort disparait. La prise en compte de la pesanteur, permet la mise
en évidence d’une branche de type ressort lorsque la hauteur d’étirement est suffisament
grande. Une comparaison quantitative avec ’expérience est en cours.
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Fic. 5 — Courbe force-hauteur pour
w = 3 et ag = 10 obtenue par
résolution numérique des €équations
(8). Dans un premier temps, la
courbe est décroissante (branche anti-
ressort) puis croissante (branche res-
sort) a cause des effets de la gravité.

Fic. 6 — Photographie de [expérience
d’étirement d’une poutre de PDMA adhérant
sur du verre. Collée a la poutre, on voit la
fibre de verre de rigidité négligeable et a coté
de la poutre on distingue le témoin de vertica-
lité. Réalisée en collaboration avec E. Perez
et F. Pincet.
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Résumé

Les premiers systemes de cryptographie par chaos en électronique étaient pénalisés
en termes de niveau de confidentialité par la faible dimension de la dynamique chao-
tique utilisée : une réalisation électronique du systeme de Lorenz. Des systemes op-
tiques ont ensuite permis un renouveau de cette application originale, grace a 1'utili-
sation de dynamiques non linéaires a retard, dont les dimensions d’attracteur étrange
peuvent atteindre plusieurs centaines. Nous proposons une transposition originale dans
le domaine des radio—fréquences, de ces dynamiques optiques a retard appliquée a la
cryptographie par chaos.

Abstract

The first chaos based cryptographic systems suffered in terms of security from the low dimensio-
nal chaos initially involved: a Lorenz—type electronic oscillator. Later, optical demonstrators gave a
second impulse to the field of chaos secure communications through the use of nonlinear delay dyna-
mics to provide chaotic oscillations; chaotic attractor dimensions of several hundreds were achieved.
We propose an original transposition of the same principles in the field of radio-communication
systems.

1 Introduction

Une dynamique non linéaire a retard peut étre assez simplement réalisée en organisant
quelques éléments clés en boucle d’oscillation : une transformation non linéaire, un retard
temporel en général grand devant le temps caractéristique de la dynamique limitante
(e.g. un filtre linéaire), et un amplificateur rebouclé sur la fonction non linéaire. Dans la
perspective d’une réalisation expérimentale, le principal probleme réside en général dans la
maniere de mettre en ceuvre la transformation non linéaire. Une solution élégante et efficace
retenue dans de nombreux montages optiques consiste en I'utilisation d’un interférometre
accordable par voie électro—optique [1], ou optoélectronique [2]. Dans le cas le plus simple
d’un interférometre a deux ondes, nous obtenons une fonction non linéaire périodique de
type sinus. De plus l'utilisation, d’une fibre optique permet tres facilement de réaliser
un retard temporel correspondant au temps de propagation dans la longueur de la fibre.
Nous avons cherché a appliquer ces mémes principes au domaine de ’électronique radio—
fréquence (RF). Le but final est de montrer la faisabilité d’un systeme de communication
radio a base d’une porteuse chaotique de tres grande dimension, grace a 'utilisation d’une
dynamique a retard réalisée dans le domaine RF.

Toutefois, le passage de 'optique a 1’électronique RF n’est pas immédiat, du fait
de la grande différence des ordres de grandeur mis en jeu lors d’un phénomene d’in-
terférence. La ou une distance physique de l'ordre du micron suffit a faire passer la
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condition d’interférence de destructif & constructif dans le domaine optique (fréquences
de l'ordre 200 THz), plusieurs dizaines de centimétres sont nécessaires dans le domaine
radio (si f = w/(2m) ~ 1 GHz, comme dans le cas qui nous concerne). La méthode de ba-
layage dynamique de cette interférence —typiquement en sin?(wA/c) out A est la différence
de marche entre les deux chemins de l'interférometre— doit également étre adaptée par
rapport a la situation optique (pour laquelle des phénomenes électro—optiques sont utilisés
pour agir sur A). Il sera en effet plus judicieux d’agir sur la fréquence RF f = w/(27)
pour balayer la fonction sinus: la fréquence devenant une variable dynamique, nous serons
amenés a réaliser une dynamique chaotique en modulation RF de fréquence (FM).

2 Description de l'oscillateur chaotique en fréquence

Dans le domaine des applications domestiques, la majorité des transmissions hert-
ziennes sont effectuées pour des fréquences égales a 433 MHz; elles sont entre 900 MHz
et 2 GHz pour la téléphonie mobile, et & des fréquences beaucoup plus importantes pour
des transmissions par satellites. Nous nous sommes attachés a la réalisation d’un oscilla-
teur chaotique FM dans une gamme de fréquences entre 1 GHz et 1.5 GHz, donc a priori
utilisable dans le cas de la téléphonie mobile.

2.1 Synoptique de ’ensemble de P'oscillateur

Le générateur de chaos en fréquence représenté a la figure 36.1(a) est constitué d’une
fonction non-linéaire, d’un retard temporel, d’un filtre passe-bande, d'un amplificateur a
gain variable, et d’'un convertisseur tension / fréquence (VCO sur la figure) permettant
d’obtenir la variable dynamique (la fréquence) & partir d’une tension issue de la chaine
d’oscillation électronique. Ces fonctions sont organisées en une boucle fermée formant ainsi
un oscillateur, avec lequel nous espérons atteindre des régimes chaotiques lorsque le gain
de la boucle d’oscillation est suffisamment élevé (excitation d’une plage suffisamment non
linéaire de la fonction d’interférence).

Fonction non linéaire FNL[m(t)]

chaotique
de fréquence ‘

—
//\\> Modulation

7 ~\\ Modulation Fonction non linéaire Fy [o(t)]
chaotique ‘ - — — — — -
d

e fréquence Retard T ‘

Retard T ‘ —
détecteur

d'enveloppe ‘ Chaos en fréquence

contenant lnformation

Chaos en amplitude

contenant linformation w +  Chaos en amplitude -
- sans [information Filtre
Q, ‘ passe-bande
W Amplificateur &
W Amplificateur & gain variable
gain variable Message
(a) Oscillateur chaotique émetteur (b) Récepteur décodeur

Fia. 1 — Synoptique du systéme de communication radio sécurisé par chaos

2.2 Interférences RF opto-électroniques

Les interférences RF réalisent la fonction non-linéaire v(t) = Flw(t)], ou w est la
pulsation RF fournie par le VCO (correspondant a des fréquences de 1'ordre de 1.5 GHz),



Oscillateur chaotique en fréquence 213

et v est une tension issue de la détection d’une valeur moyenne de l'interférence. Comme
déja indiqué, la condition d’interférence est modifiée en modulant la fréquence RF. L’am-
plitude de cette modulation est limitée avec les composants utilisés a une centaine de
MHz, et cette limite conjuguée a la contrainte de pouvoir balayer plusieurs extrema de
la fonction d’interférence en sinus, impose la géométrie de 'interférometre en termes de
différence 6L de longueur de bras de 'interférometre. Avec les valeurs numériques données
(fo=wo/(27) ~ 1.5 GHz et Af = Aw/(27) ~ 100 MHz), il est nécessaire d’avoir environ
5 m de différence de marche entre les 2 bras de 'interférometre. Ces bras sont pratiquement
réalisés par des coupleurs optiques fibrés et des fibres optiques. L’extrémité de chaque bras
est terminée par une photodiode afin de récupérer la modulation RF de 'onde optique,
qui provient initialement du signal RF (sortie FM du VCO) appliqué en modulation di-
recte d’une diode laser (voir la figure 36.1(a)). A la sortie des photodiodes, le moyennage
des interférences RF est réalisé par un détecteur d’enveloppe quadratique, qui gomme la
porteuse RF pour ne conserver pratiquement que les composantes fréquentielles dite “de
la bande de base”, et liées a la vitesse de la modulation FM.
La fonction non linéaire F'[w] est finalement de la forme:

27,2 2y2
F[w]:ﬁélvo {1+cos[m'w]}:%4‘/o {1+COS[%6L'AW+¢]}a (1)
C C

ol k est un gain opto—électronique prenant en compte les divers coefficients de conver-
sion entre 1’électronique et optique a l'entrée et a la sortie de la partie optique de 'in-
terférometre. La fréquence angulaire instantanée du signal FM produit par le VCO est
notée w(t) = Aw(t) + wp, ot wy est la pulsation RF centrale et Aw(t) est la déviation. Le
parametre ¢ = 2ndLwy/c est un déphasage réglable par I'intermédiaire de la fréquence
centrale du VCO.

2.3 Définition des parametres temporels et de I’amplification du systeme

L’extension spectrale du signal en “bande de base” de l'oscillateur (le spectre des
variations de fréquences), est typiquement déterminé par deux éléments: d’une part il y
a la dynamique limitante de la chaine d’oscillation, c¢’est—a—dire le filtre passe—bande dont
le role est d’atténuer toutes les composantes spectrales en dehors de sa bande ; et d’autre
part, il y a le gain de la boucle d’oscillation qui, au contraire, a pour but d’amplifier
toutes les fréquences présentes dans la boucle, en leur donnant une amplitude suffisante
pour exciter au travers des effets non linéaires de la fonction d’interférence, de nouvelles
composantes spectrales en dehors de la bande passante du filtre. Plus le gain est élevé,
plus le spectre d’une dynamique chaotique est étendu, résultat de la compétition entre
le filtrage “dissipatif” de fréquences élevées, et la non linéarité génératrice de fréquences
harmoniques. La dynamique limitante correspond pratiquement a un filtre électronique
passe—bande du second ordre, dont les fréquences de coupure basse et haute sont respec-
tivement (2771)~! = 10 kHz et (2772)~! = 5 MHz.

Le retard temporel T' quant a lui, a un role qui peut étre interprété de diverses
manieres. C’est tout d’abord une mémoire intrinseque de loscillateur, qui lui confére son
caractere de dynamique a espace des phases infini. Il doit étre grand devant le temps
caractéristique 7o correspondant & la coupure haute de la dynamique limitante passe—
bande, de maniere a pouvoir contenir un nombre important d’oscillations élémentaires de
durée 1. C’est aussi un retard, qui lorsqu’il est grand devant 7o, définit un grand nombre
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de modes propres d’oscillation (un retard est linéairement déphasant, et si T >> 7o, il y
a un grand nombre de fréquences qui peuvent étre en phase apres un tour dans la boucle
d’oscillation). Ce retard est réalisé dans la partie optique du montage, a 'aide d’une fibre
optique de 2 km permettant d’obtenir un retard 7' = 10 pus>> 17=30 ns.

2.4 Modele dynamique de ’oscillateur

L’ensemble des éléments décrits précedemment est placé en boucle fermé. Le systeme
est ainsi caractérisé par une équation différentielle non-linéaire a retard de la forme:

2, " y
dd%(t)‘i‘(ﬁ-i-ﬁ)d(i (t)+ Aw(t) =0n %(t—T% (2)

o # est un gain normalisé comprenant les différents facteurs de conversion (bande de
base, FM, optique, électrique, ...) et les différents gains électroniques. Par I'intermédiare
d’un amplificateur & gain variable dans la boucle d’oscillation, il est possible de controler
linéairement ce gain normalisé, et ainsi d’explorer les différents régimes dynamiques pos-
sibles en fonction de gain.

172

3 Comportements dynamiques

3.1 Diagrammes de bifurcation

Afin d’éprouver la validité du modeéle dynamique relativement simple de ’équation
(2), nous avons relevé des diagrammes de bifurcation expérimentaux en fonction du pa-
rameétre § “gain de la boucle”, et pour deux valeurs différentes du parametres ¢.
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FiG. 2 — Diagramme de bifurcation pour différentes valeurs de déphasage

Nous avons ensuite calculé ces mémes diagrammes dans des conditions paramétriques
similaires, a partir de I'intégration numérique du modele (méthode de Runge—Kutta d’ordre
4 & pas constant d’environ 0.02x72). La méthode de représentation de ces diagrammes
n’est pas académique puisqu’elle ne fait pas intervenir de coupe de Poincaré. La raison
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est liée au fait que le systeme développe des chaos extrémement complexes de grande di-
mension, pour lesquels nous n’avons pas pu établir de section adaptée. Lors du tracé du
diagramme, la signature considérée pour un régime dynamique donné est alors constituée
par la densité de probabilité de la variable dynamique (ici la fréquence instantanée du si-
gnal FM). Cette densité de probabilité est codée en échelle de gris, et évaluée pour chaque
échantillonnage du parametre de bifurcation en abscisse. Les résultats sont représentés a la
figure 2. Ils montrent une correspondance qualitative et quantitative satisfaisante, permet-
tant d’espérer en une bonne adéquation entre modele théorique et systeme expérimental.
Il est & noter que ce systeme répond & un type particulier de dynamique a retard du fait
de la présence du filtrage passe-bande. Cette particularité est soupconnée conférer a ce
type de dynamique un certain nombre de propriétés particulieres non présentes dans les
systemes a retard plus classiques, en général décrits par des dynamiques limitantes de type
passe—bas. Par exemple, la transition du point fixe s’effectue assez souvent directement
vers un régime chaotique, sans nécessairement passer par des cycles limites. En particulier,
des transitions en crise sont observées, pour lesquels le point fixe perd sa stabilité au profit
d’un régime chaotique de forte amplitude. Des études théoriques plus détaillées sont en
cours pour explorer ces transitions.

Il y a toutefois une caractéristique commune avec les dynamiques a retard passe—bas,
qui concerne ’obtention pour les fortes valeurs du gain, de régimes chaotiques de grande
complexité. Ce sont ces régimes qui sont plus particulierement visés dans le contexte de
I’application aux communications sécurisées par chaos.

3.2 Régimes chaotiques pour la sécurisation

La figure 3 représente différents relevés expérimentaux de trajectoires chaotiques du
systeme dynamique, pour deux couples de valeurs des parametres 3 et ¢.
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Les relevés de gauches correspondent a des traces temporelles du signal en bande
base; on remarque que 1’aspect temporel apparait bien comme bruité. Les graphes situés
au centre sont des histogrammes représentant la statistique de la déviation de fréquence
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par rapport a la fréquence centrale du VCO ; on remarque également, pour les deux condi-
tions paramétriques, des distributions relativement quelconque sans trace particuliere de
déterminisme. Enfin, les graphiques de droite sont les spectres des mémes trajectoires,
relevés en bande de base (correspondant par exemple & la tension de commande du VCO).
Ces spectres ont une allure relativement constante sur I’ensemble de la bande passante de
10 kHz & 5 MHz environ. C’est a l'intérieur de ce pseudo bruit rose que ’on cherchera a
noyer le spectre d’une information a coder sur la porteuse chaotique.

4 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté les premiers résultats d’un nouveau générateur de chaos basé sur
une dynamique non linéaire a retard impliquant un processus dynamique passe-bande. Le
systeme opto—électronique proposé est capable de produire un signal radio—fréquence a
modulation de fréquence chaotique. Il implique une transformation non linéaire originale
consistant en un interférometre radio—fréquence, dont la condition d’interférence est mo-
dulée par la variation de la fréquence de la porteuse RF. Les signaux obtenus ont montré
un bon caractere aléatoire et bruité, qui semble les rendre apte a masquer correctement
une information. La prochaine étape du travail consistera a apparier les éléments d’un
récepteur / décodeur de signal sécurisé par chaos, avec une architecture du type de celle
représentée a la figure 36.1(b). Une fois le récepteur apparié, un processus de réplication de
chaos [3, 4] devra permettre de reproduire au niveau du récepteur, la porteuse chaotique
sans le message ; ensuite, une simple soustraction entre le signal chaotique local et celui
détecté et venant de I’émetteur aboutira a la restitution de 'information codée par chaos.

Les auteurs remercient la Communauté Economique Européenne pour le soutien de
cette activité de recherche dans le cadre du contrat FET-IST-2000-29683 ”OCCULT”.
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Résumé

Nous étudions la transition au chaos spatio-temporel dans une expérience d’hy-
drodynamique & deux dimensions ou des colonnes de liquide apparaissent lors de la
déstabilisation d’un film fluide sous leffet de la gravité [14]. Le film, contintiment ali-
menté, se forme sous une grille plane et horizontale qui joue le réle d’un poreux. Ce
systéme est soit dans un état ordonné (sur un réseau hexagonal), soit dans un état
désordonné, suivant le débit d’alimentation. Pour la premiere fois dans un systeme ini-
tialement structuré, nous observons une transition sous-critique vers le chaos spatio-
temporel via intermittence spatio-temporelle. Nous faisons une étude statistique des
nombres, des créations et des fusions de colonnes et mettons en évidence un compor-
tement critique proche de celui de la percolation dirigée.

Abstract

We study the transition to spatiotemporal chaos in a two-dimensionnal hydrodynamic experiment
where liquid columns take place due to the gravity induced destabilization of a liquid film [1]]. The
film, continuously supplied, takes place under a plane et horizontal grid used as a porous media. This
system can be in an ordered state (on a hexagonal lattice), or in a disordered state, depending on
the flow rate. For the first time in an initially structured system, we observe a subcritical transition
to spatiotemporal chaos via spatiotemporal intermittency. We make the statistic of the numbers,
the creation et fusion rates et we exhibit a critical behavior close to the directed percolation one.

1 Introduction

De nombreuses études ont porté sur 'apparition du désordre spatio-temporel dans
les systemes spatialement étendus depuis les années 80. En particulier, on a observé la
transition de I’état laminaire a ’état chaotique via intermittence spatio-temporelle (IST)
[1] dans plusieurs systémes unidimensionnels (1D), et numériquement (réseaux d’applica-
tions couplées [2, 3], EDP [4, 5]) et expérimentalement [6, 7, 8]. La transition au chaos
via IST a été également étudiée dans les systémes a deux dimensions (2D) en partant
d’états laminaires spatialement homogenes [9, 10]. En 1986, Pomeau a mis en lumiere[11]
I'analogie entre le mécanisme d’IST et la percolation dirigée (DP), un modele stochas-
tique de processus de contamination qui prédit que la fraction de domaines turbulents
(F}) évolue comme une fonction de I’écart au seuil € selon une loi de puissance ”. Dans
ce papier, nous étudions la transition au chaos via IST dans un systeme 2D dont 1’état
laminaire est un réseau hexagonal de colonnes de fluide, et dont le turbulent est caractérisé
par des créations et fusions de colonnes. Nous observons directement la coexistence des
zones laminaires et turbulentes, fluctuant stochastiquement dans ’espace et le temps.
Nous proposons ici d’étudier des observables fortement associés a ’évolution du systeme,

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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tel le nombre de colonnes et leurs taux de création et fusion, ces derniers nous permettant
d’estimer F;.

Nous rapportons des résultats expérimentaux sur la transition laminaire/turbulent,
concernant la dynamique de colonnes liquides sous un plan poreux horizontal alimenté
en continu. Nous suivons et dénombrons toutes les colonnes dans le plan de la grille
ainsi que les créations et fusions induites par la dynamique. Comme a 1D [12], deux
états distincts caractérisent dynamiquement le systéeme: un état laminaire et un autre
associé a un désordre intrinseéque auto-organisé. Néanmoins, la situation est différente
puisque I’état turbulent apparait via IST dans notre systeme au lieu du ”defect mediated
turbulence” [13], un mécanisme dans lequel la coexistence de ”patches” laminaires et
turbulents n’existe pas. De plus, dans notre cas, les deux états ne communiquent pas
sans intervention extérieure. L’état désordonné est davantage un état thermodynamique,
chauffé par un bruit de phase du type ”"turbulent”. Cette transition de 1’état laminaire
vers le turbulent est sous-critique et montre les traits caractéristiques d’une transition du
premier ordre, incluant hystérésis et bistabilité dues a la compétition entre les écoulements
laminaires et turbulents.

2 Etude expérimentale

2.1 Montage expérimental

Le dispositif expérimental, décrit dans [14], consiste en une grille d’acier plane et cir-
culaire, utilisée comme un milieu poreux et fixée horizontalement au fond d’une chambre
cylindrique. Le fluide entrant produit un écoulement uniforme et laminaire a travers toute
la grille a un débit constant et bien controlé ¢ et alimente un film fluide situé sous la grille.
Du fait de la compétition entre la gravité et la tension de surface [15], '’écoulement est
caractérisé par une grande variété de structures spatio-temporelles. Pour un débit crois-
sant, on peut observer des gouttes, des colonnes de liquides ou des nappes [16]. Nous
concentrons notre attention sur le régime de colonnes (voir Fig. 1(a)) rencontré pour une
viscosité v > 40 cSt. I a été montré en [14] qu'une organisation hexagonale stationnaire
avec une longueur d’onde A (instabilité de Rayleigh-Taylor (RT) avec flux), un état lami-
naire, existe généralement sur une plage donnée de débit pour chaque viscosité. Pour des
valeurs plus élevées du débit, on peut observer la disparition de 'ordre spatial associé a
I’évolution chaotique de la position des colonnes.

La surface d’écoulement est de 200 cm?. Nous avons utilisé de I’huile de silicone avec
une viscosité v = 50 et 100 ¢St, une densité p = 0.97 g/cm? et une tension de surface
v = 21 dyn.cm™!. Nous présentons ici les résultats obtenus pour v = 50 ¢St, mais nous
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Fic. 1 - (a) Représentation schématique de l’écoulement, (b) une vue typique.
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avons qualitativement obtenu les mémes résultats pour une huile de 100 ¢St. Un éclairage
périphérique nous permet de voir, par le dessus, a travers les trous de la grille, la variation
locale de la courbure du film, en utilisant la réfraction de la lumiere par ’huile: les colonnes
de liquide apparaissent comme de petits anneaux brillants (les objets) (voir Fig. 1(b)). Ces
objets sont filmés & une fréquence de 25 images/sec avec une caméra CCD connectée a
un ordinateur pour capture vidéo et traitement. Les données sont enregistrées dans des
séquences de 32 minutes pour chaque débit (48000 images, environ 7 millions d’objets
détectés). Un traitement d’image ad hoc permet de faire une détection individuelle de
chaque objet, de les compter et d’enregistrer leurs positions a chaque image. Les résultats
sont issus du traitement réalisés pour sept débits.

2.2 Observations

L’état de chaos spatio-temporel est caractérisé la variation du nombre N de colonnes,
de taille identique et constante (excepté lors d'un bref transitoire lors des créations ou
fusions). Selon la densité locale instantanée de ces objets (voir Fig. 1(b)), on peut obser-
ver une fusion lorsque deux colonnes se rencontrent, se combinent puis forment une seule
colonne identique a toutes les autres, ou une création dans une zone de densité tempo-
rairement faible. Ces deux processus agissent en permanence sachant que le nombre de
colonnes fluctue autour d’une valeur moyenne pour un débit fixé. Nous avons trouvé un
débit critique g. (g = 31 £2 em3/s) tel que cet état est stable en regard de perturba-
tions externes d’amplitude finie si ¢ < ¢, et instable si ¢ > ¢, (mais reste stable vis a vis
de perturbations infinitésimales (linéairement stable) pour un intervalle de valeurs de q).
Ainsi la transition de ’état laminaire & I’état désordonné apparait étre du premier ordre.
Dans la suite, nous utiliserons le parametre de controle ¢ = q_cqc et le nombre réduit
de colonnes de liquide N/Njqp,. Considérons la situation dans laquelle € > 0 lorsque le
systeme a quitté ’état laminaire. Pour € croissant, le désordre augmente progressivement
en utilisant le mécanisme d’IST, le systéme devenant entiérement chaotique (CST) pour
£ > g9 (voir Fig. 2(a)). Pour 0 < € < €1, il existe une bistabilité entre 'IST (Fig. 2(b))
et un état quasi-laminaire pour lequel le cceur est stationnaire et hexagonal et ou les co-
lonnes périphériques glissent erratiquement le long de la frontiere, avec des mécanismes de
création et de fusion. Ce dernier régime est dii a la compétition entre réseau hexagonal et
contrainte circulaire.

[ IST J

Bistabilite CST
[ ‘ LaTinaire ‘ |
(a) e q 73 Debit

FiG. 2 — (a) Diagramme de phase schématique en fonction du débit. La viscosité est de
50 ¢St. (b) IST a trois instants différents pour € = 0.72: chaque vue est le résultat d’une
moyenne temporelle sur 4s (100 images) afin de distinguer les zones laminaires (objets
brillants) et turbulentes (zones sombres).
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3 Résultats

3.1 Diagramme de phase

La caractérisation quantitative de la transition passe par 1’étude de la statistique du
nombre N de colonnes du systeme. La Fig. 3 représente la distribution de N/Njg,;, pour
différentes valeurs de . Les distributions bimodales Fig. 3(b) et (c) illustrent la bistabilité
entre I’état quasi-laminaire (petit pic, grandes valeurs de N) et celui plus désordonné (grand
pic, petites valeurs de N). Le nombre moyen d’objets décroit clairement avec e croissant,
et N est toujours plus petit que Nyg,,. L’organisation hexagonale avec une longueur d’onde
A permet 'arrangement autorisé le plus compact des colonnes de liquide. Nous choisissons
<1— N/Nj4m> comme parametre d’ordre (<> indique une moyenne temporelle), qui nous
permet de tracer le diagramme de phases du systeme (voir Fig. 4). Dans ce diagramme,
les deux états métastables sont séparés en distinguant les contributions des deux pics
avec N/Njgm =0.93 comme coupure entre eux (voir Fig. 3(b) et (c)) respectivement pour
e = 0.21 et € = 0.47. Pour € = 0.05, il n’est pas possible de séparer les deux états: ce
régime apparait comme un mélange des deux, le désordre venant essentiellement de la
frontiere, avec des intrusions intermittentes (des ”bursts”) vers le centre du systeme. Ce
parametre d’ordre permet une détermination claire de la zone bistable.

3.2 Taux de création et de fusion

La compétition entre créations et fusions de colonnes gouverne la dynamique de N.
Ce type de comportement (créations, mouvements et fusions d’objets incessants) est ca-
ractéristique de ce type de défauts topologiques [17]. Pour cette raison, nous définissons
le taux de création temporel moyen dans un systéme avec N objets par 'y (V) =<C;>n
et celui de fusion par I'_(N) =<F;>x ou C; est F; sont respectivement les nombres de
créations et de fusions entre les images ¢ et i+1 et ot <>y indique la moyenne sur toutes
les images i ou N;, le nombre de colonnes, vaut N. Ici, les taux d’entrée et de sortie sont
nuls puisque les objets ne peuvent que glisser sur la frontiere. Nous présentons la méthode
employée et nos résultats: pour chaque image nous considérons chaque colonne liquide et,
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0.05 |

Fraction d’even.
Fraction d’even.

0.00
0.

NNem
0.10 T T 0.10
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0.05

Fraction d’'even.
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0.00 .
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F1a. 3 — Distribution du nombre de colonnes de liquide en unité réduite N /Ny, pour e =
(a) 0.05, (b) 0.21, (¢) 0.47 et (d) 0.72. Lorsque € > 0.72, la distribution reste qualitative-
ment identique, seule la moyenne est une fonction décroissante de €.
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Fia. 4 — Diagramme de phase du systéme. L’état laminaire (ligne <1—N/Njgp>=0) est
stable pour € < 0 et linéairement stable pour € > 0. Dans ce cas, suite a une perturbation
d’amplitude finie, le systéme se déstabilise. Pour e prés du sewil il développe une bistabilité
entre les branches haute (état désordonné avec IST) et basse (état quasi-laminaire). Pour
des € plus grands il évolue sur la branche haute, la seule stable, le systeme devenant
completement turbulent pour € > eo.

en comparant sa position avec celles des colonnes de 'image précedente (At = 1/25 s),
déterminons si cet objet est nouveau (juste créé), ou le résultat d’une fusion de deux ob-
jets (conduisant a la décroissance d’une unité), ou un objet qui a seulement bougé. Les
durées de création et de fusion sont plus grandes que At (environ 3 & 4 fois). Le critere
que nous avons choisi est le suivant: nous calculons la distance entre tous les objets de
I’image précédente et celui considéré, notant di<ds<dsz< ... Si di > UmaAt, NOUS SUPPO-
sons que l'objet vient juste d’étre créé; si da < dp;n alors nous supposons que l'objet est
le résultat de la fusion de deux autres. Les valeurs de v,,q0 €t dpmin ont été déterminées
par des tests préliminaires. Les taux de création et de fusion sont montrés en fonction de
N/Niam (Fig. 5), dans deux états différents. Dans ’état désordonné (Fig. 5(b)), le taux de
création décroit linéairement avec N (I't. (V) = —a.N + f3.), sauf pour les grandes valeurs
de N (dans ce cas, les effets de bord deviennent plus importants). L’intersection des deux
courbes correspond au maximum de la distribution de N. Dans I’état bistable (Fig. 5(a)) le
taux de création évolue de la méme fagon que dans I’état désordonné et le taux de fusion
caractérise les effets de premier ordre, en coupant trois fois celui de création. Ces trois
points correspondent aux deux maxima et au minimum de la distribution de N.

3.3 Degré moyen de désordre et fraction turbulente

Ces nombres de créations et fusions sont également associés a une autre mesure du
désordre puisqu’elles apparaissent seulement dans les régions désordonnées. Nous avons
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»—— Taux de fusion 25 ¢ ; Tauxdefusion | - /_,%”
1.0 i i i 20 i — 0.02 %»"% 1
! | | | ! —~ P
= | L] Eas i ¥
L 05 ¢ i L 1.0 5- 001 | %%
@ | M 05 I (b) v 2 ©
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0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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F1G. 5 — Tauzx de création et de fusion de colonnes de liquide en fonction de N /N, pour
e = (a) 0.21 (état bistable), et (b) 1.69 (état chaotique). Les lignes en pointillés indiquent
les mazima (gras) et le minimum (fin) des distributions en N correspondantes (cf Fig. 3(b)
et qualitativement Fig. 3(d)). (¢) Moyenne temporelle de la fraction de création et de fusion
de colonnes en fonction de €.
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choisi de mesurer <%>, ol <> indique une moyenne temporelle, qui donne le degré

moyen de désordre dans le systeme. En Fig. 5(c) est représentée ’évolution de cette
moyenne en fonction de €. Comme pour <1 — N/Nj, >, nous distinguons les deux
états métastables dans la région de bistabilité. Les points expérimentaux de la branche
du haut peuvent étre convenablement ajustés par une loi de puissance dont ’exposant
vaut 0.56 £ 0.05. Considérant, en premiere approximation, que —au moins pres du point
critique— la densité de création/fusion est constante a I'intérieur des domaines agités dans
le régime d’IST, et sachant que ces quantités sont nulles dans les régions laminaires, on
peut supposer que la taille moyenne des domaines agités est proportionnelle au nombre
moyen de ces événements. La branche du haut de la Fig. 5(c) reflete alors qualitativement
le comportement de la fraction moyenne de domaines désordonnés F; dans le régime d’IST;
de méme ’exposant mesuré est en bon accord avec S = 0.58 obtenu a partir d’un modele
de DP (2+1)D [18].

4 Conclusion

La transition au chaos spatio-temporel dans notre systeme a été caractérisée au
moyen de deux parametres différents. Nous avons démontré la nature sous-critique de
cette transition et, proche du seuil, la présence de bistabilité entre IST et un état quasi-
laminaire. Dans le régime d’IST, on a montré que la fraction turbulente, décrite en termes
de créations/fusions d’objets, varie selon une loi de puissance dont I’exposant est proche de
celui de (241)D DP. Toutes ces études ont été réalisées pour des viscosités pour lesquelles
le désordre apparait en augmentant le débit, mais pour d’autres valeurs de la viscosité le
désordre ne peut survenir qu’en diminuant le débit[14]. Cet autre comportement est en
cours d’étude.
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Doubles couches stables et instables dans la chambre de diffusion d’une
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Résumé

Il est maintenant bien établi que les décharges inductives a basse pression, en
présence d’ions négatifs, peuvent étre soumises a deux types de fonctionnement in-
stable: (1) des oscillations de relaxation entre deux modes de couplage de 1’énergie
électrique (capacitif et inductif), (2) une instabilité liée au transport des particules
lorsque une chambre de diffusion est présente. Nous présentons des résultats expérimentaux
montrant que 'instabilité de transport est liée & la présence d’une gaine interne (double
couche) séparant deux plasmas. Cette double couche peut etre stable sous certaines
conditions. Cependant, pour la plupart des conditions, celle-ci se forme en sortie de la
source et se propage lentement vers I'extrémité de la chambre de diffusion, de maniere
périodique.

1 Introduction et description du dispositif expérimental

1.1 Décharges basse pression électronégatives

La présence d’ions négatifs modifie grandement la structure électrique d’un plasma
par rapport au cas électropositif. En particulier, dans les décharges a basse pression (de
lordre du Pa - 1 mTorr = 0,13 Pa) plusieurs types de comportement non linéaires ont
été observés: stratification d’un plasma confiné [1], instabilités d’ionisation induite par
attachement [2], oscillations de relaxations entre modes de couplage de ’énergie [3, 4],
et instabilités de transport des particules chargées [5]. La compréhension des décharges
basse pression est un enjeu scientifique et industriel puisque les procédés de fabrication
microélectronique (gravure, dépot, traitement de surface)font largement appel aux gaz
halogénées, fortement électronégatifs.

1.2 Dispositif expérimental

Le schéma du dispositif expérimental est donné en figure 1. Le réacteur est constitué
de deux chambres: une source (cylindre en pyrex) entourée d’une antenne double selle a
cheval [6] et d'un blindage radio-fréquence (rf) en aluminium, et une chambre de diffusion
de longueur variable. L’antenne est alimentée par un générateur rf (13,56 MHz, 2kW)
par l'intermédiaire d’une boite d’accord en impédance en L (deux capacités variables en
parallele et en série permettent de fixer I'impédance vue par le générateur a 50 2). Le
systéme de pompage permet d’atteindre de pressions résiduelles de 1076 mbar. La décharge
est opérée en mélange Argon/SFg, gaz trés fortement électronégatif.

Les parametres plasmas sont mesurés par sondes électrostatiques (sonde de Langmuir
compensée et sonde plane avec anneau de garde) [7]. L’analyse des caractéristiques de
sondes est menée de telle sorte que les ions négatifs soient pris en compte . Les grandeurs

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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présentées dans cet article sont les densités d’électrons n., d’ions positifs n., d’ions négatifs
n_, la température électronique T, le potentiel plasma V). L’électronégativité du plasma

7 n—
est mesurée par le rapport a = e

2 Reégimes de fonctionnement de la décharge

L’analyse de la stabilité temporelle de la décharge a été menée dans le plan de pa-
rametres (Pression, Puissance). Quatre types de fonctionnement ont été mis en évidence:
régime capacitif faible densité électronique stable (le couplage de puissance au plasma
est effectué par les champs directs, importants au voisinage de l’antenne), régime in-
ductif haute densité électronique stable (couplage de puissance par les champs induits),
relaxations d’oscillations entre les modes capacitifs (E) et inductifs (H), et instabilités de
transport des particules chargées. La caractéristique principale de l'instabilité E/H est
que les parametres plasmas évoluent en phase partout dans la décharge, avec un taux de
modulation uniforme et pouvant atteindre 100 %. L’instabilité de transport présente un
maximum de modulation des parametres dans la chambre de diffusion et les parametres
plasma n’évoluent pas en phase, montrant tres clairement un phénomene propagatif. L’am-
plitude de la modultion n’est pas uniforme et les taux de modulations sont plus faibles.

Lorsque le plateau mobile est en position basse (z = 0 cm), la décharge est instable
pour tous les parametres accessibles. Lorsque le plateau mobile est en position haute
(z=26cm), U'instabilité de transport a disparu. Il est a noter que dans les deux cas, la zone
du plan (Pression, Puissance) soumise aux oscillations E/H est fortement dépendante des
conditions de l'accord en impédance (une décharge fortement désaccordée présentera un
domaine d’instabilité plus important dans le plan).

1000 (b)
E Downstream
(a) A z (cm) g Paint d'acgord en impédance
! % O/o/o—c—ﬁ\o’__o-o
i — 2 E/H
1 Pompage 5 1
S T "
a ! _ 100 "
Grill g T RE Yy 56 —" Downstream
]
Antenne i © T T T r r
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of i e 36 @
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de laDC ——7 . c T
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des gaz r [a) 5 E/H
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Fic. 1 — (a) Schéma du dispositif expérimental. Fenétres de stabilité pour un mélange
contenant 50% de SFg: (a) lorsque le plateau mobile est en z = 0 c¢cm, (b) lorsque le
plateau, mobile est en z = 26 cm, i.e. sans chambre de diffusion. Dans les deux cas, les
éléments de la boite d’accord sont fixés tels que la puissance réfléchie soit minimisée a 5
mTorr, 500 W.
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2.1 Relaxations d’oscillations E/H

Les fréquences typiques évoluent entre 1 et 5 kHz en fonction des conditions expérimentales.
Pour certaines valeurs des parametres de controdle, il a été observé des phénomenes d’in-
termittence. Un modele a été développé pour expliquer les cycles limites observés. La
recherche des solutions du systeme d’équation {Oin., n_, 0O (n.Te)} en remarquant
que trois échelles temporelles distinctes sont associées a chacune des grandeurs avec les re-
lations d’order suivantes: 7, 7, < T, < T,_, permet de modéliser les oscillations observées
expérimentalement. Le lecteur intéressé pourra consulter [3, 4] pour une présentation
détaillée, dont quelques résultats sont présentés en figure 2.

unstable
equilibrium e

dnjdt= 0
S

n {em®)

I\
dndt=0 /
‘\.\'.
I _
108 107 1018
n, {cm?)

Initial
condition

Fi1c. 2 — Oscillations de relaxation entre les modes de couplage capacitif et inductif: (a)
Modeéle électrique de la décharge nécessaire a la détermination du bilan de puissance, (b)
solution numérique dans le plan (ne,n_), (c) observation expérimentale dy cycle limite
dans le plan (ne,n_). D’aprés [3]

2.2 Instabilité de transport

L’instabilité de transport a été observée pour la premiere fois par Tuszewski et ses
collaborateurs [5]. Elle a été nommée ”downstream instability” car I’amplitude maximum
des oscillations se produit en aval de la zone source du plasma. L’apparition du phénomene
est liée au rapport d’aspect de la décharge: la réduction de la longueur de la chambre de
diffusion fait disparaitre ce mode de fonctionnement (dans notre systeéme lorsque le plateau
mobile est entre les positions 24,3 et 26 cm). Les parametres plasma de la décharge oscillent
deés que la concentration de SFg dépasse un seuil. La section suivante présente 1'étude
expérimentale de la transition vers l'instabilité. Les fréquences caractéristiques se situent
aussi autour de 1 kHz.

3 Transition vers 'instabilité ”downstream?”

3.1 Double couche stable

Lors d’une décharge en Ar ou pour de faibles concentrations de SFg, le potentiel
plasma. présente une décroissance continue de la source vers la chambre de diffusion,
typique de celle associée & un plasma en expansion en équilibre de Boltzmann (voir fi-
gure 3(a) ). Au dela de 8% de SFg, la structure du potentiel présente une decroissance
abrupte de 'ordre de 1,5kT, (5V) sur des distances estimées a quelques dizaines de lon-
gueurs de Debye (A\p = (©2£Ze)1/2 ~ 120um) dans la chambre de diffusion (voir figure

Nee
3(b)). La distribution de charge p = —egAV), associée a cette structure de potentiel est
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constituée de deux couches chargées de signes contraires, structure appelée double couche.
Les relevés expérimentaux indiquent que la dynamique des particules chargées est pro-
fondément modifiée: les électrons restent en équilibre de Boltzmann, alors que les especes
lourdes sont peu soumises a la variation de potentiel. La double couche agit ainsi comme
une gaine interne qui sépare deux plasmas: un plasma haute densité, haute température,
faible électronégativité dans la source et un plasma faible densité, faible température,
hautement électronégatif dans la chambre de diffusion. La confrontation des observations
visuelles aux données expérimentales confirme que la forme de la D.C. soit une surface
sphérique attachée a 'interface du tube source et de la chambre de diffusion, diffusant dans
la chambre de diffusion. Le processus de formation de la D.C. n’est pas établi. Cependant
deux effets sont envisagés pour expliquer I'existence d’un fort gradient de potentiel, so-
lution d’équations non-linéaires (Vlasov-Poisson) [8]. D’une part la présence de composés
a forte affinité électronique est un processus de perte tres efficace pour les électrons, en-
gendrant de forts gradients de densité et de potentiel (phénomene observé en présence de
champs magnétiques divergents de forte amplitude [9]). D’autre part la présence d’ions
négatifs diminue la valeur de la vitesse acoustique ionique, et il est maintenant bien établi
qu’une condition necessaire a la formation d’une D.C. soit ’accélération des ions posi-
tifs a la vitesse acoustique ionique (vitesse de Bohm). Pour des concentrations de SFg
supérieures a 13%, la décharge ne peut plus étre maintenue dans un régime stable au-
dela de 200W. Nous avons developpé un systeme d’acquisition résolu temporellement qui
permet d’étudier la dynamique de la décharge instable.

o v, o Ve
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@ : (b) ' (© |
MQ@ {25 FO@%& los @
T - o
10 420 10 E o]0
I@S ' l z
e - s e £ 15 X >
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5 10 s _,ar"‘ = Jio P '
— N
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0 . 0 o4 : : 0 \l
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Fic. 3 — Profils aziaux des paramétres plasmas lors de la formation de la double couche
stable: (a) cas de diffusion classique (mélange Ar, 6% SFs); (b) double couche stationnaire
(mélange Ar, 9% SFg), saut de potentiel abrupt de 5 V. a z = 23 em (c) densité de charge
p dans le cas d’une évolution avec point d’inflexion du potentiel ¢.

3.2 L’instabilité de transport: Double couche instationnaire

Les profils axiaux du potentiel plasma sont donnés en figure 4, pour un mélange 25%
de SFg, a 1 mTorr, 600W. Le temps est normaisé a la période d’instabilité (1,3 ms) et
la position est celle sur I'axe de symétrie de la décharge; 'interface entre la source et la
chambre de diffusion est repérée par une ligne tiretée noire. Les resultats montrent une
modulation tres faible du potentiel plasma dans la source. En sortie de la source nous
notons l’existence une chute abrupte du potentiel plasma, dont I’amplitude est similaire a
celle observée en régime stationnaire. La position de la double couche de deplace vers le
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bas de la décharge, suivant une évolution linéaire. La vitesse de propagation et la fréquence
d’apparation sont telles que deux D.C. sont présentes dans le systéme au méme instant. La
vitesse de propagation est faible, de I’ordre de 250 ms~'. Les electrons semblent rester en
équilibre de Boltzmann, leur densité suivant 1’évolution du potentiel plasma. Les resultats
expérimentaux entre 1 et 10 mTorr montrent une évolution croissante de la fréquence
avec la pression. Cependant les tracés des profils spatio temporels restent similaires a
celui donné en figure 4: la vitesse de propagation normalisée & la période d’instabilité est
constante.

La présence d’un fort gradient de potentiel (double couche) conduit a ’apparition de
comportements particuliers pour les particules chargées, pouvant déstabiliser cette double
couche. Les ions positifs sont confinés dans la zone de faible potentiel, mais peuvent étre
accélérés depuis la zone de fort potentiel et ainsi créer un faisceau d’ions dans la zone faible
potentiel. Les ions négatifs sont eux confinés dans la zone de fort potentiel, mais peuvent
étre accélérés depuis la zone de faible potentiel, et créer un faisceau de sens opposé a celui
des ions positifs. Les électrons de la zone de fort potentiel, du fait que leur température
soit de l'ordre de grandeur de la chute de potentiel, peuvent étre décomposés en deux
populations: une partie est confinée et réfléchie par la double couche, une partie peut étre
transmise a travers la double couche. Les électrons de la zone faible potentiel peuvent étre
accélérés a travers la double couche et forment un faisceau dans la zone fort potentiel. Il est
établi que l'existence de faisceaux peut induire 'apparition d’instabilités. Ces instabilités
dans le plasma ambiant peuvent étre l'origine de la déstabilisation de la décharge par un
phénomene de rétroaction.

Tuszewski [10] a calculé un seuil linéaire d’instabilité des ondes acoustiques ioniques.
Les équations fluides de bilans de particules lourdes (considérées froides) associées a
I’équation de Poisson permettent d’exprimer un seuil d’instabilité en fonction de la différence
des vitesses de dérives des ions positifs et négatifs. Un calcul similaire a été mené avec
un modele cinétique. Il a aussi mis en évidence expérimentalement ’existence de telles
ondes dans la source (ondes acoustiques ionique rapides, dont la vitesse de propagation
est autour de 7 km.s™1).

4 Conclusion

Nous avons confirmé expérimentalement les observations de deux types d’instabilité
dans un réacteur ”"hélicon” opéré comme source inductive en mélange Argon/SFg. Nous
avons mis en évidence que l'instabilité ”downstream” observée dans [5] est liée a la for-
mation et a la propagation périodique d’'une double couche séparant deux plasmas. Cette
double couche a été observée stable sous certaines conditions. La compréhension de la for-
mation et de la déstabilisation de cette structure de potentiel n’est pas établie. L’analyse
approfondie et la compréhension du cas stable semble nécessaire a la compréhension du
mécanisme a l’origine de la propagation.
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F1G. 4 — Profils axiaux du potentiel plasma résolus en temps lors de l'instabilité de transport
(mélange 75% Ar, 25% SFgs), 600 W, 1 mTorr. (a) profil 3D et (b) niveauz de gris, le
temps est normalisé a la période de l'instabilité.

Références

1]

2]

[3]

[4]

[5]

1.G. Kouznetsov, A.J. Lichtenberg et M.A. Lieberman, Internal sheath in electrone-
gative discharges, J. Appl. Phys., 86, 4142-4153 (1999).

A. Descoeudres, L. Sansonnens et C. Hollenstein, Attachment-induced ionizatoin in-
stability in electronegative capacitive RF discharges, Plasma Sources Sci. Technol.,
12, 152-157 (2003).

P. Chabert, A.J. Lichtenberg, M.A. Lieberman et A.M. Marakhtanov, Dynamics of
steady and unsteady operation of inductive discharges with attaching gases, J. Appl.
Phys., 94, 831-843 (2003).

P. Chabert, A.J. Lichtenberg, M.A. Lieberman et A.M. Marakhtanov, Instabilities in
low-pressure electronegative inductive discharges, Plasma Sources Sci. Technol., 10,
478-489 (2001).

M. Tuszewski, R.R. White et G.A Wurden, Relazation oscillations of low frequency
Ar/SFg inductive plasma discharges, Plasma Sources Sci. Technol., 12, 396-402
(2003).

R.W. Boswell, Plasma production using a standing helicon wave, Phys. Lett., 33A,
457-458 (1970).

N. Hershkowitz, Plasma Diagnostics, 113-184, Academis Press, ed. O. Auciello, D.L.
Flamm (1989).

M.A Raadu, The physics of double layers and their role in astrophysics, Phys Rep,
178, 25-97 (1989)

C. Charles et R.W Boswell, Current-free double-layer formation in a high-density
helicon discharge, Appl. Phys. Lett., 82, 1356-1359 (2003)

M. Tuszewski et S.P. Gary, Downstream instabilities of electronegative plasma di-
scharges, Phys. Plasmas, 10, 539-545 (2003).



RENCONTRE DU NON-LINEAIRE 2005 229

Bifurcation globale de 1’écoulement de von Karman turbulent : seuil
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Résumé

Dans un écoulement de von Kérmén turbulent (Re~ 10°), on observe expérimenta-
lement une bifurcation globale se traduisant par la coexistence de deux régimes tur-
bulents pour une méme valeur du parametre de controle [1]. Les transitions entre ces
états ont une statistique particuliere et posent la question du réle joué par la turbu-
lence. Nous étudions ici I'évolution des transitions entre les différents états en fonction
du nombre de Reynolds. La coexistence apparait en régime de turbulence pleinement
développée (Re > 10%).

Abstract

We study the Reynolds-number dependence of the global bifurcation in a von Kdrmdn flow [1].
We have experimentally evidenced the fact that at high Reynolds number, two different regimes of
turbulent flows can be obtained in our system. The statistics of transitions bring the issue of the
role of fluctuations. Lowering the Reynolds number down to laminar regimes, we show that the
“global bifurcation”does not occur until the flow is highly turbulent.

1 Le dispositif expérimental, les parametres.

L’écoulement produit dans un cylindre entre deux turbines coaxiales contrarotatives,
munies de pales est connu sous le nom d’écoulement de von Karméan et permet d’atteindre
des états pleinement turbulents dans un volume réduit et fermé [2].

Notre cuve cylindrique a un rayon R = 100 mm. Les deux turbines de diameétre 185
mm sont distantes de H = 180 mm et possédent des pales de hauteur 20 mm. Le fluide
utilisé est de l'eau, ou des mélanges eau/glycérol jusqu'a 99% en masse de glycérol. La
température du fluide de travail est mesurée au moyen d’une sonde a résistance de platine
située en paroi et est régulée a 1 K pres. Nous définissons le nombre de Reynolds de notre
écoulement de la maniere sivante: Re = 27 f R?>v~!, nous basant sur une fréquence typique
de rotation f, v étant la viscosité cinématique du fluide.

Les turbines sont mues par deux moteurs brush-less indépendants, régulés en vitesse.
Nous effectuons le changement de variable suivant dans le plan des parametres fi—fo
(fréquences de chaque moteur) :

— f=/(f} + [3)/2 caractérise I'intensité du forgage (Re est basé sur cette fréquence
f);
— 0= (fa— f1)/(f2 + f1) caractérise la dissymétrie du forgage.
La contrarotation exacte correspond a 6 = 0, le cas ol le moteur 1 tourne seul correspond
a0 =—1, et 0 =1 lorsque le moteur 2 tourne seul. La régulation en vitesse maintient f a
0.5% pres et # & +£0.002 pres pour 6 ~ 0.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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Nous effectuons des mesures des couples T' consommés par les moteurs et de vitesse
d’écoulement par vélocimétrie laser Doppler (LDV). Pour un fluide de masse volumique
p, Nous définissons le facteur de puissance adimensionnel K, comme suit :

T(f,0,Re) = K,(0,Re) pR®> (2rf)%. Quant aux vitesses, elles sont adimensionnées par
2rRf.

2 Transitions entre états a une et deux cellules.

Commencgons par considérer la phénoménologie de I’écoulement moyen de von Kéarman
dans trois cas particuliers:

— Pour # = —1, on s’attend & avoir un écoulement mis en rotation globale par le moteur
1, avec une seule cellule dans I’écoulement. En régime permanent et stationnaire, on
s’attend a ce que le couple fourni par le moteur 1 soit supérieur au couple résistant
fourni par le moteur 2, la différence correspondant au frottement du fluide sur la
cuve cylindrique: AK), = Ky — Kp1 < 0. Cet état est notéé (by).

— Pour 6§ = 1, on a I’écoulement symétrique par retournement autour de tout axe radial
passant par le centre du cylindre, et une différence des couples sur les moteurs 1 et
2 de méme valeur mais de signe contraire. On note cet état (bz).

— Dans le cas 8 = 0, on aura deux cellules dans I’écoulement, séparées par une couche
de fort cisaillement. Les deux moteurs jouent le méme role et AK, =0 (état (s)).

— 0.06 —
03[%, 1 v o R
Ve % | Ve 0.03 et
R e o
s 0.2 L g 0 K %,
% M < K o
v X
0.1 %% -0.03 Df# .
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Fi1G. 1 — Transitions entre les trois états, pour des turbines a pales droites, & Re = 8 x 10°.
A gauche : Couples adimensionnels des moteurs 1 (o) et 2 (\7) fonction de 6. Au centre :
différence des couples adimensionnels AK, fonction de 0. A droite: tauz de fluctuation
des couples o(Kp)/K,. Les pointillés verticaux correspondent aux passages de une d deux
cellules en 0 = £0.13

Nous avons représenté sur la figure 1 les couples adimensionnés, leur différence ainsi
que leurs taux de fluctuation en fonction de 6 pour des turbines munies de pales droites a
Re = 8 x 10°. On retrouve les différents états décrits ci-dessus pour § = +1 et 6 = 0.

Lorsqu’on parcourt lintervalle # = [—1 1], on observe une courbe continue avec
passage de une a deux cellules pour § = +0.13 (équivalent a f1/fs = 0.78). Ce passage
de une a deux cellules dans 1’écoulement se traduit par une légere rupture de pente sur le
diagramme en AK), et par une croissance du taux de fluctuation du couple correspondant
a I'apparition de la couche de mélange séparant les deux cellules.
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3 La bifurcation globale.

Pour des turbines a pales fortement courbées tournant face concave des pales en avant
(voir Fig. 2 gauche), les transitions entre les différents états peuvent avoir des comporte-
ments inattendus. Nous présentons sur la partie centrale de la figure 2 les cycles obtenus
pour ces turbines a différents nombres de Reynolds.

Pour Re = 800 (o), on a une courbe continue similaire a celle de la figure 1. Pour
Re = 5600 (v/), les transitions sont du premier ordre: on voit apparaitre cinq branches,
la courbe présentant une discontinuité en § = +0.13 et une autre en § = +£0.075. Il y a
donc apparition d'un état intermédiaire entre (b;) et (s) puis entre (s) et (b2). Celui-ci
est trés fluctuant : son taux de fluctuations est 5.8 fois celui de b; en # = —0.13. Le taux
de fluctuation de (s) est lui 3.7 fois celui de (b;), situation comparable au cas présenté en
Fig. 1. Lorsque Re atteint environ 10* (*), on observe la coexistence des trois états (b),
(b2) et (s) en @ = 0. On a hystérésis, le régime dans lequel on se trouve pour une méme
valeur du parametre de controle dépend du chemin par lequel on y est arrivé.

Enfin, en augmentant encore le nombre de Reynolds de 1’écoulement, on obtient la
courbe de droite de la Fig. 2. L’hystérésis est encore plus marquée, avec les branches (b;)
et (bg) qui traversent @ = 0. Les points de la branche (s) sont métastables. Nous avons
retenus ceux dont le temps de vie est supérieur a 20f. Ce temps diverge pour 6§ = 0: la
branche (s) se réduit donc & un point marginalement stable en 6 = 0 [1].

F1G. 2 — Gauche : turbines utilisées par la suite. Noter les deux sens de rotation possibles :
face concave des pales en avant sera noté (—). Centre: AK), fonction de 8 pour Re = 800
(o), Re = 5600 (/) et Re = 10000 (x). Droite : AK,, fonction de 6 pour Re = 2 x 10°.

4 Evolution des grandeurs globales avec le nombre de Rey-
nolds.

Intéressons nous maintenant au développement de la turbulence dans notre écoulement
de maniere quantitative. Sur la figure 3, nous avons tracé I’évolution du K,(f# = 0) en
fonction de Re pour différents régimes (voir légende). On remarque tout d’abord que pour
Re < 250, I'écoulement peut étre qualifié de laminaire: le coefficient de puissance varie
comme Re~! [3], et les deux sens de rotation des turbines sont équivalents. L’épaisseur
de la couche limite au moment ou les courbes < (sens de rotation (4)) et o (sens (—))

se séparent est alors de R x Re™Y2 ~ 6 mm & comparer au gap entre la turbine et
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FiGc. 3 — K,(0 = 0) en fonction de Re en échelle log-log. En (o), sens de rotation (—)
dans Uétat (s). En (x), (Kp + Kp2)/2 dans Uétat bifurqué. En (<), sens de rotation (+)
(aucune bifurcation observée). Incertitude relative de £10% sur Re ; incertitude absolue
de £0.1 N.m sur K. Fit non linéaire entre Re = 30 et Re = 250 : K, = 36.9 x Re™ 1.

la paroi cylindrique qui est de 7.5 mm. Nous faisons donc 'hypothese qu’en deca de ce
nombre de Reynolds, tout se passe comme si nous avions des disques lisses séparés par
H/R =1.8—0.2—0.2 = 1.4. Une comparaison entre un champ de vitesse mesuré a Re = 120
dans expérience (H = 1.8 et pales de 0.2) et une simulation numérique de C. Nore [4] en
rapport d’aspect 1.4 est présentée figure 4. On note de tres faibles différences entre champs
expérimentaux et numériques: ’écoulement n’est pas affecté par le fluide embarqué dans
les turbines.

0.7

0 0.0
0 r 1 0 r 1 0 r 1 0 r 1

F1G. 4 — De gauche a droite : simulation dans un cylindre de rapport d’aspect H/R = 1.4
[4] & Re = 120. Demi cylindre d’axe vertical, turbine en haut. Premier graphique: Vy.
Deuxieme graphique : fonction de courant. Troisieme et quatriéme graphiques: les mémes
quantités mesurées par LDV dans notre expérience.

Lorsqu’on augmente le nombre de Reynolds, la puissance dissipée devient plus im-
portante pour le sens (—). On note également que pour Re > 10, le K, correspondant
a atteint une valeur de saturation, comme on s’y attend dans un régime de turbulence
développée [3].

Les étoiles noires correspondent a la valeur moyenne des K, obtenus pour les états
b1 et by. On retrouve le fait que ces états n’existent pour 6 = 0 qu’a partir de Re ~ 9000 :
pour une méme valeur du parametre de contréle, en fonction de I’histoire du systeme,
on a coexistence de deux régimes (x et o) pour ’écoulement moyen et la puissance dans
létat (b) est 4 fois plus importante que dans I’état (s). Ces deux régimes sont pleinement
turbulents comme nous allons le montrer.

Pour ce faire, nous avons étudié 1’évolution des fluctuations de vitesse en un point
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de I’écoulement situé dans la couche de cisaillement en fonction du nombre de Reynolds
(Fig. 5). L’état est (s), et nous nous plagons en # = 0. La solution de base stationnaire
axisymétrique se déstabilise au profit d’'un mode azimuthal m = 2 stationnaire pour
Re > 150. Puis la dépendance temporelle apparait de maniere critique, avec un exposant
1/4 au dela de Re = 330. On a ensuite saturation vers Re = 1000, I’écoulement devenant
alors turbulent.

Fit : 0.07(Re-330)"* 0.4
1 sens (-)

&

sens (+)

0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 10
Re

Fic. 5 — Mesures de vitesse par LDV, en 6§ = 0, en régime (s). A gauche, déviation
standard de la vitesse azimuthale mesurée en un point de la couche de cisaillement proche
de la paroi (r =0.9) en fonction de Re. Fit non-linéaire en (Re — Re.)"* calculé sur les
données jusqu’a Re = 1000. A droite, valeur moyenne du champ de vitesse fonction du
logarithme de Re et fits non linéaires en a x In(Re) + b pour les deux sens de rotation
possibles.

Si au moment ol on observe la coexistence de deux états turbulents différents (
Re > 10%) le caractére turbulent de I’écoulement est pleinement développé, la partie
moyenne du champ de vitesse évolue elle aussi avec le nombre de Reynolds. Nous avons
tracé sur la droite de la figure 5 I’évolution des moyennes du champ de vitesse pour
4 nombres de Reynolds (Re = 120, 4000, 10* et 10°). On remarque que l'efficacité de
I’entralnement croit linéairement avec le logarithme de Re. Les différences entre le champ
de vitesse moyen susceptible de bifurquer (sens (—)) et autre résident dans une plus forte
vitesse moyenne, et également dans une plus grande proportion d’écoulement toroidal par
rapport a I’écoulement poloidal: le profil moyen de rotation est beaucoup plus fort et
concentré vers la paroi dans le cas susceptible de bifurquer, et ce changement qualitatif et
quantitatif dépend fortement de Re. Ceci va dans le sens des conclusions de [1] évoquant
I’équivalence des solutions bifurquées et d’écoulements corotatifs en référentiel tournant.

5 Début de caractérisation des états bifurqués a haut Re.

Dans le cas des écoulements de von Kérmén corotatifs et & un disque [5], des mesures
locales de fluctuations de pression montrent des comportements périodiques. Nos mesures
globales de couples révelent elles-aussi des composantes périodiques marquées dans les
états bifurqués (Fig. 6). Partant de # = 1, I’état (b;) conserve une fréquence globale
d’environ 0.3f jusqu’en 6 = 0, puis cette fréquence tend vers zéro pour 6 ~ 0.25. L’état
(b1) perd alors sa stabilité au profit de I’état (b2). On note également que les deux moteurs
sont tres fortement corrélés dans 1’état bifurqué et que le moteur qui I'emporte est en
avance de 0.33f~! (soit environ 1/10 de la période) sur autre.
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-2 0 2
time lag (t.f)

Fic. 6 — A gauche, fréquence adimensionnelle mesurée sur les signaux de couple fonction
de 6. o: état (bg). *: état (by). A droite, fonction d’intercorrélation des couples sur les
deuz turbines, en = 0, dans [’état by. Re > 10°.

6 Conclusions

Le phénomene de la bifurcation globale dans 1’écoulement de von Karman entrainé
inertiellement n’existe pas a faible nombre de Reynolds, et 'hystérésis apparait dans un
régime de turbulence pleinement développée.

L’étude des champs de vitesse moyens, et la comparaison entre différentes turbines
a différents Re ne nous a pas permis de discriminer si ce phénomene est induit par les
fluctuations turbulentes —rdle multiplicatif [6] 7— ou s’il est dit au champ de vitesse moyen
—Ile bruit venant s’ajouter dessus.

L’étude des états bifurqués fait penser a des transitions entre cycles limites a fréquence
nulle pour (b;) vers (b2). La transition entre (s) et (b) présente un caractére statistique
avec une probabilité de temps d’attentes avant bifurcation en exponentielle [1], nous faisant
penser a celle des évenements intenses liés a une instabilité de la couche de cisaillement
[2], nous souhaitons maintenant caractériser les structures cohérentes de la couche de
cisaillement.
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Résumé

Cet article montre comment prédire les bifurcations dans le fonctionnement d’un
hacheur abaisseur a deux cellules et comment analyser la route suivie vers le chaos
en utilisant un modele non linéaire en temps discret. Le comportement global est
étudié au moyen de diagrammes de bifurcation montrant les points fixes stables et
des frontieres dans I’espace. Les points d’équilibre et leur stabilité sont examinés de
maniere analytique. Les bifurcations par collision de frontieres ont leur origine dans
les saturations du modulateur MLI.

Abstract

By using a non linear discrete time model, this paper shows how to predict bifurcations in a 2 cells
chopper and analyses the road to chaos. Equilibrium points and their stability are investigated in an
analogical way to determine the nature of the bifurcations. The global behaviour is studied by using
bifurcation diagrams showing collisions between fized points and border lines. The border collision
bifurcations have their origin in the saturations of the PWM modulator.

1 Introduction.

Dans tous les domaines industriels, les convertisseurs statiques jouent un réle essentiel
dans la conversion d’énergie. Une activité de recherche croissante concerne actuellement les
convertisseurs multicellulaires car, pourvus d’un controle approprié, ils sont bien adaptés
au conditionnement des sources d’énergies renouvelables. De plus, en raison de leur struc-
ture modulaire, ils peuvent étre associés tres facilement [1].

Au cours des dernieres années, on a découvert que la plupart des convertisseurs sta-
tiques étaient le siege de phénomenes non linéaires méconnus en électronique de puissance.
En dehors de leurs régimes de fonctionnement normaux, au sens de I'ingénierie, les conver-
tisseurs multicellulaires peuvent eux aussi exhiber des comportements insolites parfois
chaotiques. Or les modeles moyens habituels ne permettent pas de prédire les phénomenes
non linéaires rencontrés. Par nature, ces modeles masquent les non linéarités essentielles
[2]. Pour analyser, prédire et controler ces comportements étranges, il est nécessaire de
disposer de modeles non linéaires en temps discret [3, 4].

2 Description du convertisseur.

Le convertisseur étudié est représenté sur la figure 1. Il est congu a partir d’un hacheur
série modifié pour supporter une tension d’entrée plus élevée. Deux commutateurs sont
associés en série et un condensateur équilibre la répartition de la tension entre eux. Une
commande appropriée en Modulation de Largeur d’Impulsion (MLI) permet a la fois de
maintenir la charge du condensateur a une valeur proche de la demi-tension d’entrée

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay



236 B.Robert, A.El Aroudi, M.Fadel

et de controler le courant dans la charge. La figure 1 montre aussi I’organisation de la

commande et les signaux de contrdle des transistors délivrés par le modulateur MLI. Le

cycle de fonctionnement s’établit sur 4 intervalles de temps comme le montre la figure 2.
Intervalle 1: u; = 0, ue = 1. Décharge du condensateur dans le récepteur inductif.
Intervalle 2: u; =1, ug = 1. Charge de 'inductance et maintien de la tension.
Intervalle 3: uy =1, up = 0. Charge du condensateur a travers le récepteur inductif.
Intervalle 4 : Idem intervalle 2 mais la durée peut étre différente.

3 Modélisation.

Le modele est élaboré dans un espace d’état sans dimension. Le vecteur d’état est
noté X = [ i v ]t dans lequel v est la tension sur le condensateur réduite par rapport a
la tension d’alimentation F et i est 'intensité du courant réduite par rapport au courant
maximal E/ 'r. L’évolution est décrite sur chaque intervalle par un systeme différentiel
linéaire & coefficients constants: X = A, X + By, k € {1,2,3,4}. Le temps, sans dimension,
est réduit par rapport & la période fondamentale T. Le modele en boucle ouverte est obtenu
en intégrant sur chaque intervalle de temps et en raccordant les solutions aux instants de
commutation pour obtenir une récurrence de la forme: z,+1 = ¢ (d1,d2) - z,, + ¥ (d1,d2).

Les commutateurs sont commandés par un modulateur MLI numérique. Le courant
et la tension sont échantillonnés en début de période pour évaluer l'erreur de courant
g; = ip — I et l'erreur de tension ¢, = v, — % dans lesquels I,. et 0.5 sont les consignes. Le
contrdleur calcule la loi de commande déduite de [5] pour déterminer les rapports cycliques

(a) ’
F1G. 1 — (a) Hacheur abaisseur a 2 cellules. (b) Contréleur de tension et de courant.
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Fia. 2 — Cycle de fonctionnement en régime permanent.
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dy et dy: dy2(Xy) = ki€in £ kyeyn dans laquelle k; > 0 et k, > 0 sont les gains en courant
et en tension. En posant d;, = % < let do = R_TC < 1 de fagon a réduire I'ondulation
du courant et de la tension, on peut linéariser les exponentielles de matrice et obtenir le
modele en boucle fermée sous la forme d’une récurrence non linéaire bidimensionnelle :

_ [ 1= (14 k) 26pky (vn — 1) or (1+ kI + &)
Knt1 = [ —20cky (v, —0.5) 1 Xnt g

Le régime de fonctionnement normal correspond au point fixe, noté X;: X =

lit,0f]f = | Lthde L ' 1l est indépendant de L. La matrice jacobi t:
1°Y1] — 1tk; °2]| - pendan € L. La matrice jacoblenne est:
1= (1+ k) 20rky (20, — 1)
J(X) = |: —20cky (v, — 0.5) —20ckyin + 1

Evaluée au point d’équilibre X7, J est diagonale. En supposant que k, < %, alors
|—25ckyii + 1] < 1 quel que soit ij. On en déduit la condition de stabilité du point
fixe: 0 < k; < % — 1 et on note k; 1 la limite de stabilité de X7 : k;1 = 2L — 1.

4 Comportement global.

Les diagrammes de bifurcation de la figure 3 rendent compte du comportement global
du convertisseur lorsque 'inductance ou le gain en courant varient. Les parametres sont :
Ir =0.6, k, =1, E=1, R=1, L=10, C=40, F=1 donc ¢, = 0.1, ¢ = 0.1.

Le premier diagramme est obtenu avec un gain en courant constant k; = 15 et le pa-
rametre de bifurcation est 'inductance L. Sur sa droite, le convertisseur présente un régime
périodique fondamental (T' = 1) qui est le plus important du point de vue de I'ingénierie.
Le point fixe est effectivement indépendant de L. Cependant, en deca de la limite de sta-
bilité L = 8, un régime de période 2 stable apparait. En réduisant encore I'inductance, un
nouveau mode de fonctionnement apparait, le courant alternant a I'intérieur de 4 bandes
chaotiques.

Le second diagramme est calculé avec une inductance constante L = 10 et le pa-
rametre de bifurcation est le gain en courant k;. Sur sa gauche, le convertisseur présente
son régime de fonctionnement normal avec un point de fonctionnement stable se rappro-
chant de la référence lorsque le gain augmente. Au-dela de la limite de stabilité k; = 19,
un doublement de période se manifeste puis un régime de fonctionnement chaotique.

Transitoire : 1000 Affichage : 300 1=0.6, L=10, C=10, k =1

Transitoire : 1000 Affichage : 300 1=0.6, k=15, C=10, k =1

Frontiére supérieure
T —

Frontiére inférieure

- Froniére inférieure
—

. . ]
054 . . . . . . . . 057, = = 30

(a,) 6 6.5 7 75 ﬁ 85 9 9.5 10 ('b) K‘
F1c. 3 — Diagrammes de bifurcation du courant (a) Variation de L (b) Variation de k;.
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Il est important de noter que nous avons ici affaire a des bifurcations non standard.
On n’observe pas de cascade de doublements de période avec un point d’accumulation
conduisant au chaos mais seulement un doublement de période présentant une discontinuité
immédiatement suivi d’une bifurcation directe vers le chaos. La section suivante s’attache
a montrer que 'une comme 'autre sont des bifurcations par collisions de frontieres.

5 Modéle avec saturations.

Dans cette section nous proposons un modele amélioré du modulateur MLI prenant
en compte la saturation naturelle des rapports cycliques: d; 2 € [0,1]. Cette approche est
essentielle pour expliquer la route inhabituelle vers le chaos observée sur les diagrammes
de bifurcation.

Les saturations du modulateur font apparaitre deux lignes frontiéres qui divisent
I’espace d’état en trois régions. Dans chaque région, le convertisseur est modélisé par une
récurrence spécifique.

En premier lieu, on consideére la saturation basse. Dans ce cas, le courant échantillonné
est suffisamment petit pour que les deux transistors restent passants durant toute la
période: di = do = 0. D’ou la frontiere basse: ¢; = 0 = 4, = I,.. Le deuxiéme cas se
présente quand le courant est assez grand pour que les deux transistors soient bloqués sur
toute la période: di = do = 1. D’ou la frontiére supérieure: ¢; = k% =i, =1, + k% Par
conséquent, le modele par morceaux est le suivant :

Fi(X,) = AnX,+ By sii, <I,
Xpp1=F(Xp) =4 B(X,) = AXy+B  si L <ip <L+
F3(X,) = AnX, sinon
.. . 1-6;, 0 . o1, . 1—-46p, (1—}—]4}1') 201k, (Un—l)
0“"401_{0 1}’30_[0 }’A_{—%ckv(vn—Oﬁ) 1 et
kv

En utilisant ce nouveau modele, il est possible d’étudier les conditions d’existence du
point fixe Xj. Nous avons vu dans la section 3 que Vk; > 0, i} (k;) > I,. De plus, il est
facile de vérifier que Vk; > 0, i} (k;) < I, + ki On en conclut donc que le point fixe X7

est situé entre les deux frontieres, qu’il existe sur l'intervalle [ 0 oo [ et qu’il est stable
sur l'intervalle [ 0 ki1 [

6 Doublement de période.

Un mode de fonctionnement avec une période double s’établit apres la déstabilisation
de X7. Il est caractérisé par les deux points fixes de la récurrence X, 12 = Fy 0 F; (X,,).

: S, - o rox ot [Rlo—dr)+2=01 1]
Le premier point d’équilibre, noté X3, est: X3 = [i5,05]" = [m,§

t
Le second point fixe est: I (X3) = [%7%}

t
X5 = [Ir.3] t
Au point de bifurcation : I.(2—387, 462 Y4287 —52
, 1
R () = | P nd )|

Puisque I, < 1 alors i5 < F} (i3). Cette bifurcation est donc toujours discontinue.
Elle peut étre interprétée de la maniere suivante. Au point de bifurcation k; 1, le point fixe
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X7 perd sa stabilité, le multiplieur caractéristique passant par la valeur -1. Le courant
échantillonné alterne alors entre deux valeurs qui divergent jusqu’au moment ou 1'une
d’entre elles entre en collision avec I'une des deux frontieéres. A ce moment, la récurrence
de second ordre devient valide.

La matrice jacobienne est la suivante:

J(X) = 1—0p(1+ k) 201k, (2v, — 1)
| =20k, (v, —0.5) (1 —6L) 2050cky (in — 1) + 1 —25¢ck, |
Evaluée au point d’équilibre X3, J est diagonale. En supposant que k, < m, alors
120.0cky (15 — 1) + 1 — 25k, | < 1 quel que soit i5. Cela conduit a la condition de stabilité :
2 2
kin < ki < % et on note k; 2 la limite de stabilité de X3 : k; o = LQJ}E%IU
On en conclut que le point fixe X3 entre en collision avec la frontiere exactement
lorsque le point fixe X| perd sa stabilité. XJ existe dans I'intervalle [ ki1 o0 [ et il est
stable sur l'intervalle [ ki1 kio [

7 Quatre intervalles chaotiques.

Des points fixes de période 4T apparaissent apres la déstabilisation de X3 et sont
instables sur tout leur domaine d’existence. Le diagramme de bifurcation de la figure 3b
illustre le phénomene. Au-dela de k; o, 'émergence de ces nouveaux points fixes instables
génere un comportement chaotique. Les itérés se répartissent sur quatre intervalles denses
notés 1, 2, 3 et 4, dans 'ordre croissant des valeurs des itérés le long de ces intervalles. Les
quatre intervalles sont visités alternativement dans I'ordre suivant : 1-3-2-4. On remarque
que la frontiere basse divise 'intervalle 2 en deux sous-intervalles. Selon la position de
I'itéré dans cet intervalle, en-dessous ou au-dessus de I, deux formes de la récurrence de
quatrieme ordre s’appliquent :

X, = Fri01 = Fho FioFyo Fy (Xy,) si tny2 < Ip
ntd F2221 = FQ o FQ o FQ o Fl (Xn) Si ’in+2 > L«

En ce qui concerne le point fixe de Fo191 et sa stabilité, les résultats sont identiques
a ceux de Fp1. Il est donc instable pour tout k; > k; o.

Au point de bifurcation k; = k; 2, le nouveau point fixe X de Fyao; apparait. Il est
toujours instable. Nous sommes en présence d’une bifurcation entre une solution périodique
2T et une solution chaotique sur quatre intervalles et cette bifurcation est discontinue.

8 Simulations

Avec les mémes valeurs numériques que précédemment, on détermine les conditions
de validité de I'étude: I, > 0.474 et k, < 9.09. Les points de bifurcation sont: k; 1 = 19 et
k; o = 20,11.

La figure 4 présente une simulation réalisée avec PSIM. Les parametres de controle
sont I, = 0.6, k, = 1 et k; balaye lentement 'intervalle [15,30]. Ce diagramme suit le dia-
gramme théorique de la figure 3 calculé a I'aide de Matlab. Les points de bifurcations sont
a présent prédits en k; 1 = 20.1 et k; o = 21.5. En raison de la linéarisation des exponen-
tielles de matrices au cours de la modélisation, les résultats simulés different 1égerement
des résultats théoriques mais en demeurent néanmoins tres proches.
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Fic. 4 — Diagramme de bifurcation simulé par PSIM.

9 Conclusion.

De nombreux travaux ont traité des phénomenes de bifurcation dans les convertisseurs
statiques. L’originalité de ce travail réside dans la détermination analytique des points
fixes, de leur stabilité et des bifurcations. Les résultats simulés montrent qu’il est ainsi pos-
sible de prévoir qualitativement 1’aspect du diagramme de bifurcation. Nous avons montré
que ces bifurcations peuvent étre discontinues et en particulier, qu’en raison de 1'utilisation
d’un contréleur numérique en temps discret, toutes les bifurcations de ce convertisseur se
produisent par collisions de frontieres. Nous pensons que ce type de contréleur simplifie
les diagrammes de bifurcation résultants et que cette méthode peut aider a comprendre
comment les parametre du convertisseur influent sur ses dynamiques.
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Résumé

Nous présentons dans cet article nos résultats théoriques, numériques et expérimentaux
concernant I'observation d’Instabilité Modulationnelle incohérente dans un milieu non-
linéaire & réponse quasi-instantanée (une fibre optique).

Abstract

We report in this article theoretical, numerical and experimental observation of modulational in-
stability in quasi instantaneous nonlinear media (an optical fiber).

1 Introduction

Depuis I'invention du laser en 1964 et son utilisation dans les télécommunications par
fibre optique, la connaissance et la maitrise de la dynamique de propagation d’impulsions
lumineuses au sein d’un milieu non-linéaire sont devenues des enjeux d’importance ma-
jeure, tant au niveau de la recherche appliquée que de la recherche fondamentale (étude
de solitons, de phénomenes paramétriques, etc.). L’instabilité modulationnelle (IM) est un
de ces effets: lors de la propagation d’impulsions lumineuses dans un milieu non-linéaire,
de petites perturbations d’amplitude ont tendance a croitre exponentiellement grace aux
effets combinés de la dispersion et de la non-linéarité. Ceci se traduit par I’apparition
de bandes Stokes et anti-Stokes dans le spectre, et conduit a une modulation du profil
temporel de I'impulsion. L'IM peut ainsi causer, au cours de la propagation, la dislocation
d’impulsions quasi-continues. Depuis sa premiére observation en 1986 par Tai, Hasegawa
et Tomita [1], de nombreux processus mettant en jeu I'IM ont été rapportés: génération
de solitons, création de trains d’impulsions ultracourtes [2,3], etc. Les sources utilisées
dans ces travaux étaient des sources cohérentes (dont la phase spectrale ne varie pas
aléatoirement), la cohérence du faisceau étant supposée étre une des conditions sine qua
non d’existence de ces phénomenes. Parallelement, I'existence d’effets non-linéaires générés
a partir de sources partiellement incohérentes (dont la phase spectrale varie aléatoirement)
a été observée et étudiée depuis quelques années déja: solitons [4], IM [5,6], interaction
paramétrique a trois ondes [7], etc. La plupart de ces études utilisent des matériaux photo-
réfractifs a réponse non-instantanée : le temps de réponse non-linéaire 7 est beaucoup plus
long que la durée de cohérence temporelle 71 de 'impulsion : 73 << 7. L’efficacité des effets
non-linéaires résulte par conséquent du moyennage des fluctuations de 'impulsion sur le
temps de réponse du matériau [5].Dans ce travail, nous nous intéressons a 1’observation
d’un effet non-linéaire, 'Instabilité Modulationnelle, a partir d’une source partiellement
incohérente dans un milieu & réponse quasi-instantanée (7 >> 7), une fibre optique en
I’occurence.

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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2 Approche théorique

Notre étude théorique est basée sur un modele d’impulsions présentant une forte
fluctuation de leur intensité et une durée de cohérence temporelle supérieure au temps de
réponse non-linéaire du milieu. Si la réponse non-linéaire du milieu est plus rapide que les
fluctuations de 'impulsion, nous pouvons alors la considérer comme quasi-instantanée. La
Fig.1 représente les profils d’intensité temporels d’une impulsion gaussienne partiellement
incohérente (traits pleins) et d’une impulsion gaussienne cohérente (pointillés).

0.9}
0.8
’\07.
S 0.6
= 0.5}
C 0.4}
S o3}
0.2
0.1}

-4 -2 0 2 4
Temps (ns)

FiG. 1 — Profils d’intensité temporels de deux impulsions gaussiennes, ['une partiellement
incohérente (traits pleins) et l'autre cohérente (pointillés)

Bien que les deux impulsions aient la méme puissance moyenne, l'intensité de I'im-
pulsion partiellement incohérente fluctue énormément, atteignant des puissances crétes
bien plus élevées que dans le cas cohérent. Dans ces conditions, chaque pic d’intensité de
I'impulsion va amplifier le bruit optique présent lors de la propagation par effet d’IM, ce
qui donnera naissance dans le domaine spectral a une raie Stokes et une raie anti-Stokes.
L’efficacité de 'IM dépendant des intensités maximales atteintes par I'impulsion, le gain et
la fréquence de modulation d’IM seront plus importants pour une impulsion partiellement
incohérente que pour une impulsion cohérente, pour une méme forme d’impulsion et a puis-
sance moyenne identique. Dans ’hypothese d’un spectre lorentzien et d’une statistique de
pompe gaussienne, le gain d’IM incohérente peut étre décrit par:

9(Q) = [B|QQ2 - 02)7 — 2650]9) (1)

ou [y est le coeflicient de dispersion d’ordre 2, o est la largeur du spectre de 'onde
incohérente initiale, et

Q2 — SfYPO

< B

Il est naturellement nécessaire de se trouver en régime de dispersion anormale ((y <

0) pour observer 'IM. En revanche, et contrairement au cas cohérent, il apparait une
condition de seuil pour I'IM:

(2)

_ 0252

P
2y

(3)
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ou 7y est le coefficient non-linéaire, Ps est la puissance de seuil, o est la largeur du spectre
de 'onde incohérente initiale, et G2 est le coefficient de dispersion d’ordre 2. Concretement,
la puissance de seuil Py correspond & la puissance minimale nécessaire pour que les raies
d’IM ”sortent” du spectre de la pompe.

3 Résultats expérimentaux et discussion

Le schéma du dispositif expérimental utilisé pour observer 'IM incohérente est visible
sur la Fig.2.

Laser Nd:YAG
A=355nm OPO

Interférométre de ——
Fabry - Perot

Acquisition numérique
i <= Lentille

Systeme de téléscope

Fibre SMF de 50 m —+— Lentille

Spectrométre
i réseau /

Fi1G. 2 — Dispositif expérimental.

La source partiellement incohérente utilisée est un Oscillateur Paramétrique Optique
(OPO) pompé par un laser Nd:YAG a fréquence triplée, avec un taux de répétition de 25
Hz. Le spectre d’émission en sortie d’OPO est large (3.2 nm & mi hauteur) et de forme
gaussienne. Les impulsions ont une durée temporelle de 3 ns. Un interférometre de Fabry-
Pérot permet de réduire la largeur du spectre en ne sélectionnant qu'un des modes du FP
(0 = 2 nm largeur du spectre & mi hauteur). Le spectre en sortie de 'OPO étant tres large
comparé a un mode de l'interférometre, la forme du spectre en sortie du FP sera le produit
du spectre en entrée par la réponse du FP. Dans notre cas, le spectre résultant aura une
forme quasi-gaussienne. Le faisceau présentant une forte divergence spatiale, nous utili-
sons un systeme de lentilles montées en télescope pour réduire sa taille. L’impulsion est
ensuite injectée dans une fibre SMF de 50 m de long, dotée d’une longueur d’onde de dis-
persion nulle \g = 1312nm. L’accordabilité de ’OPO nous permet de travailler en régime
de dispersion anormale sur une plage de longueurs d’ondes comprises entre 1317.73 nm
et 1329.82 nm. L’impulsion est envoyée en sortie de fibre dans un spectrometre a réseau,
d’une résolution de 0.133 nm, avec lequel nous effectuons une analyse spectrale.

Pour des longueurs d’onde allant de 1317.73 & 1329.82 nm, nous sommes capables
d’observer des raies d’IM dans le spectre de la pompe. Un spectre expérimental typique
d’IM incohérente en régime de dispersion anormale de la fibre peut étre observé sur la
Fig.3, pour une puissance créte de 75 W.
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Fia. 3 — Spectre expérimental d’Instabilité Modulationnelle, enregistré a 1326.34 nm en
régime de dispersion anormal avec une puissance créte de 75 W, aprés propagation dans
50 m de fibre optique SMF.

Le pic central correspond & la pompe, & 1326.34 nm. Seule la raie Stokes est observable
sur notre spectre. En effet la diffusion Raman stimulée agit sur notre impulsion, ce qui
a pour conséquence de dépeupler la raie anti-Stokes et d’amplifier la raie Stokes. Nous
pouvons clairement voir sur la Fig.3 une fréquence d’IM de 4.59 THz. La Fig.4 représente
un spectre d’IM incohérente obtenu a partir de simulations numériques a 1326.34 nm avec
75 W de puissance créte, tandis que la Fig.5 présente un spectre d’'IM cohérente simulé
avec les méme parametres. Alors que la Fig.4 présente les mémes traits caractéristiques
que la Fig.3 (asymétrie entre raie Stokes et anti-Stokes, valeur du gain, fréquence d’IM),
le cas cohérent représenté sur la Fig.5 est tres différent des deux précédents.
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©
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Fic. 4 — Spectre simulé d’Instabilité Modulationnelle incohérente. Simulation effectuée
a 1826.34 nm pour 75 W de puissance créte, aprés 50 m de propagation en régime de
dispersion anormal dans une fibre optique SMF.

Conformément a la théorie, la fréquence d’IM et le gain sont nettement inférieurs aux
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valeurs du cas incohérent.
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Fi1a. 5 — Spectre simulé d’Instabilité Modulationnelle cohérente. Simulation effectuée avec
une source monochromatique a 1326.34 nm, pour une puissance créte de 75 W, aprés 50
m de propagation en régime de dispersion anormal dans une fibre optique SMF

La Fig.6 représente les valeurs de fréquence d’IM en fonction de la longueur d’onde de
la pompe en régime de dispersion anormal de la fibre : les cercles correspondent aux mesures
expérimentales, les traits pleins aux simulations numériques avec une source partiellement
incohérente et les pointillés aux simulations numériques avec une source cohérente.
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FiG. 6 — Fréquence d’Instabilité Modulationnelle en fonction de la longueur d’onde de
la pompe. Les cercles correspondent aur mesures expérimentales , les traits pleins aux
stmulations numériques avec une source partiellement incohérente et les pointillés aux
simulations numériques avec une source cohérente.

Comme nous pouvons le voir les simulations avec une pompe partiellement incohérente
sont en bon accord avec les mesures expérimentales. Toutes ces simulations ont été ef-
fectuées avec une pompe de 75 W de puissance créte se propageant dans 50 m de fibre
SMF, présentant un spectre gaussien (o0 = 2 nm la largeur du spectre & mi hauteur) au-
quel nous avons ajouté une phase aléatoire pour chaque composante spectrale. Du bruit
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blanc a également été ajouté pour donner naissance a I'IM. Chaque spectre a été obtenu
en moyennant 50 spectres d’impulsions s’étant propagées dans la fibre. Il est nécessaire
de procéder ainsi pour rendre négligeable I'impact des phases aléatoires sur la valeur de
la fréquence d’IM. Nous pouvons comparer les résultats obtenus pour une source par-
tiellement incohérente avec ceux donnés par une source parfaitement monochromatique.
Comme prédit par la théorie, la fréquence d’IM est nettement plus importante pour la
source partiellement incohérente que pour la source cohérente. Les observations faites sur
les Fig.3, 4 et 5 se généralisent ici. Mais contrairement aux calculs théoriques, qui prédisent
un facteur 2v/2 entre fréquences d’IM cohérentes et incohérentes, nous n’avons qu’un fac-
teur v/2. Nous avons deux explications & ceci: tout d’abord la statistique d’émission de la
pompe utilisée dans les calculs théorique est une statistique gaussienne. Or cette statistique
n’est probablement pas adaptée a notre expérience, puisque les longueurs de dispersion et
d’interaction non linéaires sont du méme ordre. D’autre part le calcul du gain considere
un spectre de forme Lorentzienne car c’est le seul qui donne une formule analytique. Notre
spectre étant gaussien, nous ne pouvons obtenir de forme analytique pour le gain d’IM.

4 Conclusion

Bien que nous ayons a généraliser notre modele théorique a d’autres types de statis-
tiques, nous sommes parvenu a générer de 'Instabilité Modulationnelle dans un matériau
non linéaire a réponse quasi instantanée en régime de dispersion anormal a l'aide d’une
source partiellement incohérente. L’apparition de structures périodiques dans les observa-
tions d’IM incohérente générée dans des matériaux non linéaires photo réfractifs avait
suscité l’engouement pour ce type d’étude. Nous pensons néanmoins que ce type de
phénomene peut se généraliser a tous les cas incohérents, et la génération de motifs d’IM
périodiques dans des fibres optiques est une des perspectives a ce travail.
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Résumé

Nous montrons l'existence d’ondes solitaires pulsatoires (travelling breathers) dans
des chaines d’oscillateurs non linéaires. Chaque oscillateur est plongé dans un potentiel
anharmonique et linéairement couplé a ses premiers voisins. La partie principal de ces
solutions est décrite par I’équation de Schrodinger non linéaire. Cependant les solutions
exactes admettent en général des oscillations a I'infini, dont I’amplitude ne tend pas
vers 0 et est exponentiellement petite par rapport a la taille du centre.

Abstract

We show the existence of pulsating solitary waves (called travelling breathers) in nonlinear oscillator
networks. Fach oscillator is embedded in an anharmonic potential and linearly coupled to its nearest
neighbors. The principal part of these solutions is described by a nonlinear Schrédinger equation.
However, the exact solutions generically possess a nondecaying oscillatory tail, whose amplitude s
exponentially small compared to central oscillations.

1 Introduction

Le probleme de la localisation d’énergie vibrationnelle dans les milieux discrets et de
son transport fait ’objet de recherches intensives dans différentes branches de la physique,
par exemple en physique du solide [23], en optique non linéaire [20] ou en biophysique (no-
tamment pour la dénaturation de PADN [5] et le transport de charge dans les biomolécules
[7]). On peut se référer a [8] pour une revue détaillée de ce domaine de recherches, et & [4]
pour un aperc¢u plus récent incluant des résultats expérimentaux.

Des oscillations spatialement localisées, encore appelées ”breathers”, apparaissent
dans des conditions tres générales sous 'effet des nonlinéarités et de la nature discrete
du milieu (ce phénomene ne doit pas étre confondu avec la localisation d’Anderson die au
désordre). Ce type d’oscillations a été étudié d’un point de vue mathématique [17, 15, 3]
en considérant des oscillations périodiques dans des chaines infinies d’oscillateurs couplés
(principalement pour des systémes Hamiltoniens). De ce point de vue leur existence est
maintenant bien comprise, mais leur importance dans les systémes réels (en particulier les
biomolécules) fait encore 'objet de nombreux débats [5, 7]. D’un point de vue général,
des questions fondamentales sont par exemple si ce type d’oscillations peut exister en
présence d’un bruit thermique important, et si leur durée de vie, ainsi que leur fréquence
d’oscillation leur permettent de jouer un role dans des processus physiques spécifiques.

Le probleme de la mobilité des breathers dans un milieu discret fait actuellement
I’objet de nombreuses recherches au niveau fondamental. Ces aspects ont des conséquences
importantes sur le transport d’énergie dans ce type de milieux. Par exemple, la collision de
breathers en mouvement peut conduire a la formation d’oscillations localisées de grande
amplitude et a leur piégeage [6].

@© Non Linéaire Publications, Bat.510, Université de Paris-sud, 91405 Orsay
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Les breathers mobiles en milieu discret sont couramment appelés “travelling brea-
thers” ou encore ondes solitaires pulsatoires. D’un point de vue mathématique leur exis-
tence est restée un probleme ouvert jusqu’a récemment [16, 13, 22|, mis & part dans certains
modeles intégrables [1].

Dans le régime des petites amplitudes, on peut calculer des solutions approchées
correspondant & des breathers mobiles, sous la forme d’ondes planes modulées dont 1’enve-
loppe est spatialement localisée et décrite par 1’équation de Schrédinger non linéaire [18].
Cependant cette analyse n’est a priori valide que pour des temps finis [11] et pour des
enveloppes faiblement localisées.

Dans ce travail nous montrons, pour une classe de modeles couramment utilisés, qu’il
existe des solutions exactes correspondant aux breathers approchés décrits par I’équation
de Schrodinger non linéaire (nous résumons des résultats obtenus dans [16, 22]). Par
ailleurs, ces solutions ne sont pas génériqguement localisées au sens strict du terme, mais
sont superposées a l'infini & une queue oscillante, exponentiellement petite par rapport
aux oscillations centrales lorsque leur amplitude tend vers 0. Par ailleurs, en continuant
numériquement ces solutions dans le régime des grandes amplitudes, nous montrons que
des oscillations tres localisées peuvent se propager sans dispersion [24, 2].

Le systeme que nous étudions par la suite est constitué d’un réseau d’oscillateurs non
linéaires linéairement couplés & leurs premiers voisins. Chaque oscillateur est plongé dans
un potentiel anharmonique V. Plus précisement, on considere le systeme

+ V(zy) = Y(@ns1 + Tp-1 — 22y), n € Z (1)

ou x, est le déplacement de la nieme particule par rapport a une position d’équilibre
et v > 0 une constante de couplage. On suppose que le potentiel anharmonique V' est

analytique sur un voisinage de 0 et admet le développement de Taylor V(z) = %:):2 —
%333 — %x‘l + h.o.t. en x = 0. Différentes preuves ont été données pour 'existence d’ondes

progressives (solutions satisfaisant x,(7) = x,—1(7 —T') ou T est une constante) dans des
réseaux non linéaires (voir [9, 10, 14] et leurs références). Dans ce travail, nous étudions
Pexistence de solutions plus générales (ondes progressives pulsatoires) vérifiant la condition

(1) = Tnp(T = T), (2)

Pentier p > 2 et T > 0 étant fixés. En particulier, les solutions qui vérifient (2) et
lim; 100 2, (7) = 0 sont appelées travelling breathers. Dans cet exposé, nous nous limitons
au cas p = 2 mais le cas général p > 2 est traité dans [22]. Le changement de variables
(uq(t),uz(t)) = (x1(7),x2(T +T/2)) avec 7 = T't conduit au systéme suivant lorsque p = 2

2 [ Vi(w) | un(t — L) — 2uy () + ua(t + 1)
dt? [ U } i [ V' (u2) ] =T [ uy (t+ 2) — 2ua(t) +uq (t — §> ' (3)

Il s’agit d’un systeme d’équations différentielles avec termes d’avance et retard.

Le papier s’organise en deux sections: la premiere est dédiée a ’étude analytique
de l'existence des travelling breathers dans le régime des petites amplitudes. La seconde
donne des résultats numériques pour les grandes amplitudes.

2 Etude analytique de l’existence de travelling breathers

Dans cette partie, nous considérons des solutions de petite amplitude de (3). A cette
fin, nous utilisons une méthode de réduction a une variété centrale initialement intro-
duite par Iooss et Kirchgéssner dans le contexte des équations différentielles avec avance
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et retard [14]. Afin de pouvoir utiliser ces théorémes de réduction, on écrit le systeme
(3) sous forme d’un probléme d’évolution dans un espace de fonctions. On pose U =
(u1,uz,i1 12, X1 (t,0),X2(t,0))T otv € [-1/2,1/2] et X1 (t,v) = u1 (t+v),Xo(t,v) = uz(t+v).
On définit alors les opérateurs de trace suivants .41 /9X;(t,v) = X;(t, £1/2) (i = 1,2). Le
systeme (3) s’écrit alors

du

—r = LU+ F(U) (4)

ou la partie linéaire est donnée par
LU = (,ig,a1u1 + az(dy /2 + 6_1/2) X2,01ug + aa(d1 /9 + 0_1/2) X1,0,X1,0, X2 ),
avec a1 = —T?(1 +27v), ap = T?y. L’opérateur nonlinéaire F est
F(U) =T(0,0,f (u1),f (u2).0,0)

avec f(u) = au® + bu® + h.o.t. Les solutions de (4) satisfont U € C°(R,D) N C*(R,H), ou
H =R*x (C°1-1/2,1/2])? et D = {U € R* x (C'[-1/2,1/2])?/X1(0) = u1,X2(0) = us}.
L’opérateur L envoit D dans H contintiment et F' : D — D est analytique avec F(U) =
O(|U]|3). La symétrie R sur H définie par R(u1,u2,1,62,X1(v),X2(v)) = (u1,us, — &1, —
&2,X1(—v),X2(—v)) satisfait (L + F)R = —R(L + F), I’équation (4) est donc réversible.
Notons de plus que la symétrie de permutation S(u1,u2,£1,£2,X1,X2) = (u2,u1,£2,£1,X2,X1)
commute avec L + F (les solutions ondes progressives sont des points fixes de S). Le
probleéme (4) est mal posé en tant que probleme aux valeurs initiales dans D. Toutefois, il
est possible de construire des solutions bornées pour tout ¢t € R. A 'aide de la théorie des
variétés centrales [14], il est possible de réduire localement (4) & un systéme d’équations
différentielles en dimension finie (de dimension 8 dans le régime de parametres considéré
plus bas).

On commence par étudier le probleme linéaire, i.e le spectre de L. Il consiste en des
valeurs propres isolées de multiplicité finie. Le résolution de L U = o U mene a 'équation
de dispersion suivante N(o,T,y) := (¢ 4+ T%(1 + 27))? — 4(yT?)? cosh?(0/2) = 0. Comme
L est a coefficients réels et a cause de la réversibilité, le spectre est invariant par réflections
par rapport aux axes. Pour la partie centrale du spectre (o = iq), la relation de dispersion
s'écrit (—q? +T2(1427))% = 4(yT?)? cos?(¢/2). On montre que cette équation a un nombre
fini de solutions ¢ € R (dépendant de (y,7")). Par ailleurs, le spectre de L est non borné des
deux cotés de 'axe des imaginaires. Pour 1’étude de 1’équation de dispersion, on renvoie
le lecteur a [16] ou cette étude est menée en détail. On définit A comme la courbe dans
le plan (,T) telle que la partie centrale du spectre est ¥ = {+iq1, £ iqa, £iqo}, ot +iqy
est une paire de valeurs propres doubles non semi-simple et +iq;, & iqs deux paires de
valeurs propres simples. La courbe A se décompose en une union de courbes successives
Iy, définissant des “langues” dans le plan (,7') [16]. Les bifurcations d’ondes solitaires
pulsatoires que nous décrivons plus loin se produisent au voisinage des courbes I'o51 (pres
de T'y; bifurquent des ondes progressives). Pour (v,T) = (79,1p) € A, on définit P comme
la projection spectrale sur le sous-espace central L-invariant (de dimension 8) associé a
¥ et on utilise les notations Dy, = (I — P)D, H;, = (I — P)H, D. = PD, U, = (I — P)U,
U. = PU. La propriété de régularité optimale (voir [25], hypothése (ii) p.127) est remplie
dans notre cas et on obtient le théoreme de réduction suivant.

Théoréme 1 Fizons (y0,T0) € A. Il existe un voisinage U x V de (0,79,1p) dans
D x R? et une application 1) € C’If (D. x R2Dy,) telle que l'on ait les propriétés suivantes
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pour tout (’%T) =% ((J/U@C ¢(077?T) = OaDﬂ)(Oﬁo,To) = 0)
- SiU : R — D est solution de (4) et U(t) € UVt € R, alors Up(t) = Y(Uc(t),y,T)
pour tout t € R et U, : R — D, est une solution de

dU.
dt

= P(L+ F)(Uc +¢(Uey,T)). (5)

— Si U, est une solution de (5) avec Uy(t) € U ¥Vt € R, alors U = U, + ¥(U,,y,T) est
une solution (4).

— L’application ¥(.,y,T") commute avec R et S, et (5) est réversible par R et
S-équivariante.

Le probleme (4) se ramene donc localement au probleme (5) de dimension finie (di-
mension 8). L’étude de ’équation réduite (5) se fait via une technique de forme normale.
Pour ce faire, on exclut de A les voisinages de points ol sqg+ g1 +7'go = 0 pour s,r,r’ € Z
et 0 < |s| + |r| + || < 4 (résonances fortes). On note Ag ce nouvel ensemble. On choisit
alors (7,7') = (v0,70) ((70,20) € Ao), de telle sorte que 'opérateur L possede quatre va-
leurs propres symétriques proches de +igg et de parties réelles non nulles. On renvoie le
lecteur a [16] pour le calcul et une étude compléte de la forme normale.

L’existence d’orbites homoclines & 0 pour la forme normale tronquée (en négligeant
les termes d’ordre supérieur ou égal a 4 en U,) est reliée au signe du coefficient v suivant

4a®T? )
270T¢ cos(qo) — TE(1 + 2v0) + 4¢3

( q0

29— — T a=T2 6b+8a2—
tan(goy2)® = 1o

(6)
L’étude précédente de la forme normale (voir [16]) permet d’aboutir au théoréme suivant.

Théoréme 2 Supposons a(Tp,v0) < 0 pour (Ty,70) € Ao () T'2x+1 fixé et considérons
(v,T) = (v0,10) de telle sorte que I'opérateur L posséde quatre valeurs propres symétriques
proches de +iqy et de parties réelles non nulles. Alors I’équation réduite (5) écrite sous
forme normale et tronquée a 'ordre 4 admet des solutions réversibles (par R ou RS) de
petite amplitude homoclines a des 2-tores.

Nous conjecturons que les solutions de I’équation (5) tronquée décrites par le théoréme
2 correspondent pour le systéme (1) a des solutions exactes, qui consistent en des ondes
solitaires pulsatoires, superposées a une queue quasi-périodique lorsque n — Zoo. Le
probleme de la persistance de telles orbites pour I’équation réduite compléte est tres délicat.
Le cas qui nous concerne, dans lequel les oscillations sont quasi-périodiques a l’infini,
est encore ouvert (le cas périodique a été traité par Lombardi [19]). Par ailleurs, il y a
génériquement non persistance de la solution réversible homocline & 0 [19]. Notons que
des phénomenes analogues ont été étudié par Pomeau et al. [21] pour ’équation de KdV
perturbée par une dérivée spatiale d’ordre 5.

Dans le cas ou le potentiel V' est pair, on peut donner un résultat pour 1’équation
réduite complete. En effet, en se restreignant a un sous-espace invariant de 1’équation
réduite, on élimine une paire de valeurs propres sur l'axe des imaginaires. On peut alors
appliquer les résultats de Lombardi [19] concernant ce type de systemes.

Théoréme 3 Supposons a(v0,Ty) < 0 pour (y9,Tp) € Ao () T'2k+1 fixé et considérons
(v,T') = (70,10) de telle sorte que 'opérateur L posséde quatre valeurs propres symétriques
proches de tiqqy et de parties réelles non nulles. Supposons de plus V' pair. Alors I'équation
réduite (5) écrite sous forme normale et restreinte a Fix(-S) admet des solutions réversibles
(par R) de petite amplitude homoclines a des orbites périodiques dont I'amplitude est
exponentiellement par rapport au parameétre de bifurcation. Ces solutions correspondent
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Amplitude

rrrrr

Fic. 1 — Solution de grande amplitude dans le cas du potentiel pair V(x) = 1 — cos(x)
avec T =81,y = = 0.9, Ty = 6.63. La figure de gauche montre les déplacements de la
masse n =1 en fonction du temps t. Celle de droite montre les déplacements sur tous les
sites du réseau a T = 0.

a des solutions travelling breathers exactes du systeme (1), superposées a 'infini a4 une
queue périodique.

Dans la section suivante nous donnons quelques résultats numériques qui illustrent
la théorie précédente. Ces résultats montrent également ’existence de solutions de grande
amplitude, dont la partie centrale est tres localisée.

3 Calcul numérique de travelling breathers

Les calculs numériques présentés ci-apres ont été obtenus en discrétisant le systeme
(3) par un schéma différences finies. A partir d’ansatz fournis par I’étude de la forme
normale associée a I’équation réduite (5), on calcule des solutions de petite amplitude qui
bifurquent pres de la courbe I'. Ces solutions sont alors continuées ( a v fixé) pour des
valeurs de T plus éloignées de la courbe. Les résultats qui suivent sont extraits d’une étude
numérique plus compléte menée dans [24].

On considere d’abord le potentiel trigonométrique V(z) = 1 — cos(x). Ce potentiel

T

étant symétrique, on se restreint aux solutions vérifiant x,1(7) = —zp, (7 — %) Les solu-
tions sont alors déterminées par 1’équation suivante

d?xy /

W—{—V(:ﬂl) = —v(x1(t+T/2) + x1(7 —T/2) + 2x1(7)). (7)

Les résultats montrent l'existence de travelling breathers fortement localisés (figure 1).
Toutefois, un agrandissement de la solution loin du centre montre la présence d’une queue
oscillante (figure 1, & droite). Ces résultats sont en accord avec le théoreme 3.

Les calculs suivants concernent le potentiel de Morse V (z) = 3 (exp(—z) — 1)? (figure
2). On donne deux solutions pour des périodes T différentes. Notons tout d’abord que
les solutions sont translatées de 2 sites apres le temps 7' comme prévu par la condition
Zn(7) = xp_o(7 — T). Comme dans le cas précédent, le réseau supporte des oscillations
fortement localisées (figure de gauche). En particulier, la queue n’est pas visible a ’échelle
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F1G. 2 — Solution numérique de (1)-(2) pour T = 7.15 (gauche), T = 7.45 (droite). On
aV(z) =11-e2)?2 v =1 =09, Ty = 6.63. La solution est représentée comme
une fonction de n, pour T = 0 (trait continu) et 7 = T (trait en pointillés). Ces figures
correspondent auzx profils ui(t) dans (3), le profil us(t) étant similaire.

considérée pour T = 7.15. Par contre, sur la figure de droite (T' = 7.45), on observe bien
une queue oscillante.
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Résumé

Nous examinons ’applicabilité de la technique de gestion de la dispersion, initiale-
ment congue pour les systemes de télécommunications par fibre optique, aux syteémes
de tranmission par lignes électriques. Nous montrons par simulation numériques,
qu’une association judicieuse de deux types de lignes: passe-bas et passe-bande |,
conduit a d’intéressantes propriétés de stabilité de propagation qui laissent envisa-
ger la faisabilité de lignes électriques a gestion de la dispersion.

Abstract

We examine the applicability of the dispersion management technique, which was initially devised
for fiber optics transmission, to electrical transmission lines. Our numerical simulations show that
an appropriate combination of two types of lines leads to interesting stability properties that indicate

that dispersion-managed electrical transmission lines are conceivable.

1 Introduction

Au cours de la derniere décennie, les lignes de transmission par fibres optiques ont
connu des développements spectaculaires en termes d’accroissement des capacités de trans-
mission. Cette percée de la fibre optique résulte d’une part de 'utilisation d’impulsions
lumineuses ultra-bréeves (que I'on appelle solitons) comme éléments de codage de I'informa-
tion, et d’autre part, de I’apparition de concepts innovants dans 'ingénierie des systemes
de transmission a solitons. En particulier, la gestion de la dispersion[l, 2| est sans doute
le concept le plus innovant apparu au cours de la derniére décennie dans le domaine des
télécommunications par fibres optiques, en vue de combattre les effets particulierement
néfastes de la dispersion chromatique sur la propagation d’impulsions. Schématiquement,
une ligne de tranmission par fibres optiques a gestion de la dispersion est constituée d’une
juxtaposition de trongons de fibres a dispersion alternativement positive et négative. Le
but est d’imposer aux impulsions de fortes dispersions locales tout en maintenant une
dispersion moyenne tres faible voire nulle. Un tel systéme permet, au premier ordre, de
résoudre completement la problématique des effets de dispersion. De plus, des études ont
montré que dans des systémes de tranmission par fibres optiques, la gestion de la dispersion
confere aux impulsions des propriétés de robustesse et de haute stabilité pas uniquement
vis-a-vis des effets dispersifs, mais aussi vis-a-vis d’autres effets tels que le bruit des am-
plificateurs, ou le mélange a quatre ondes [2].

Au vu de ces propriétés remarquables, il est naturel de poser la question suivante:
Le concept de la gestion de la dispersion est-il applicable & tous les guides d’ondes? En
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d’autres termes, est-il possible d’atteindre des propriétés de haute stabilité de propagation
en appliquand la gestion de la dispersion dans des systémes de transmission non-optiques?

Dans cette étude, nous apportons les premiers éléments de réponse a cette question
en examinant la faisabilité de la gestion de la dispersion dans les lignes électriques de
transmission. Le choix de ce guide d’onde est lié a plusieurs facteurs, avec en premier lieu
la possibilité d’accéder expérimentalement au comportement impulsionnel en tout point
de la ligne de tranmission, alors que les fibres optiques n’autorisent I'acces a 'information
qu’en entrée et sortie de ligne. Le deuxieme avantage des lignes électriques réside dans le
colt relativement modéré et la simplicité du systeme.

Cette étude s’organise de la manieére suivante: Nous présentons d’abord séparément
les différents éléments de base permettant la réalisation de la gestion de la dispersion dans
un systeme électrique. Ensuite, nous procederons a 'agencement de ces différents éléments
et a 'exécution des operations de propagation des impulsions dans le systeme.

2 Ligne passe-bas

Parmi les éléments de base susceptibles d’étre utilisés dans ’agencement d’une ligne
électrique de transmission, figure la ligne passe-bas dont nous allons examiner ci-apres
la courbe de dispersion. La ligne passe-bas standard est composée d’une répétition de
cellules élémentaires composées chacune d’un diode varicap de capacité C;(V') (élément
non-linéaire) en paralléle avec une self d’inductance L;. On peut aussi associer a la self I,
une résistance r afin de tenir compte de la dissipation, comme le montre schématiquement
la figure 1. Dans la présente étude, par souci de simplicité, nous ne prendrons pas en

o Lo Lioroq, Lior
WW (e e
7747 Vn-l f Vn 77 Vn+1
C(Va) C(V,) C(V,.)

F1G. 1 — Ligne passe-bas non-linéaire et dissipative.

compte la dissipation et la non-linéarité. Nous nous concentrons uniquement sur les effets
dispersifs. Dans ces conditions, on peut remplacer la diode varicap simplement par un
condensateur Cj et annuler la valeur de r. Les lois de Kirchoff conduisent alors au systeme
d’équations suivants

d:lt‘gn = ﬁ (Va1 + Vi1 — 2V4) n=12.N (1)

auquel correspond la relation de dispersion suivante

2 k

w = - /L;C, sin (2) (2)
illustrée dans la figure 2(a) pour C; = 100pF et L;=15uH. Les coefficients de dispersion
successifs sont simplement données par les dérivées successives de w par rapport a k

1 dw
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F1G. 2 — (a)Relation de dispersion de la ligne passe-bas, (b)Dispersion d’ordre 2 de la ligne
passe-bas pour Li=15uH et C; =100pF.

La figure 2(b) illustre le coefficient de dispersion d’ordre 2, B2. Nous pouvons voir
que le coefficient de dispersion est toujours de méme signe (négatif) quelque soit la lon-
gueur d’onde. En d’autres termes, si une impulsion est injectée dans une telle ligne, elle
s’élargira de fagon monotone au cours de sa propagation. Cet élargissement sera d’autant
plus important que (s est grand. Selon le principe de la gestion de la dispersion, il est
théoriquement possible de compenser cette dispersion (i.e de comprimer I'impulsion) en
faisant propager 'impulsion dans un troncon de ligne ayant un (2 de signe opposé a celle
de la ligne passe-bas. Nous allons voir ci-apres que la ligne passe-bande offre la possibilité
d’obtenir un coefficient de dispersion (2 de signe opposé a celui d’un trongon passe-bas.

3 Ligne passe-bande

Une ligne de type passe-bande linéaire et non-dissipative est représentée sur la figure
3. L’application des lois de Kirchoff nous donne 1’équation de propagation de cette ligne

I LS In Ls I Ls

Fi1Gc. 3 — Ligne passe-bande linéaire et non-dissipative.

2
G = g Vet + Voo —2Va) + ey n=12.N (4)

La relation de dispersion correspondante s’écrit

. 1 4sin2(5)
o = g+ ) )
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Les figures 4(a) et 4(b) illustrent la courbe de dispersion et le coefficient de dispersion
d’ordre 2, 32, pour la ligne passe-bande pour L =220uH, L,=470uH et C,=320pF. Le
point le plus important a noter ici est la présence d’une zone de (s positive dans la région
des petits vecteurs d’ondes.

x 10° x 10°
8

@ [())

pulsation(radls)

o

o a 2 3
vecteur d’onde (rad/cell)

a1 2 3
vecteur d’onde (rad/cell)

F1G. 4 — (a)Relation de dispersion de la ligne passe-bande (b)Coefficient de dispersion
d’ordre 2 de la ligne passe-bande pour Ls=220pH, L,=470uH et C,=320pF.

4 Motif passe-bas/passe-bande

Les lignes passe-bas et passe-bande ayant des coefficients de dispersion d’ordre 2
de signes opposés, il est théoriquement possible d’agencer ces deux types de lignes pour
former un systeme & gestion de la dispersion. Cependant pour que la transmission soit
efficace dans un tel systeme, il faut que les deux types de lignes aient les méme impédances
caractéristiques afin d’éviter de grosses pertes d’énergie par réflexion aux points de jonction
entre les deux types de ligne. Les impédances caractéristiques de ces deux types de lignes

sont données par [3]
ch = \/ é_i (6)

LsLpw?
Zo = |/l 7)

pour la passe-bande. Pour agencer ces deux types de lignes dans des conditions d’adapta-
tion d’impédance, il faut que se placer dans des conditions tels que Zy y=Z.

Ayant caractérisé les deux troncons de ligne passe-bas et passe-bande, nous avons
simulé une propagation sur un motif passe-bas/passe-bande. Pour cela, nous avons injecté
une impulsion gaussienne modulée a une certaine pulsation w. Cette pulsation déterminera
les valeurs des dispersions dans les deux lignes. Nous nous sommes placés a une pulsation
correspondant a des dispersions de signes opposés dans les deux lignes, et telle que la
réflexion a l'interface des deux lignes reste 4 un niveau relativement faible ( < 10% de
Pénergie de I'impulsion est réfléchie). Cette réflexion n’est pas comparable a une perte
de couplage des fibres optiques. En effet, la fraction de I'impulsion réfléchie se propage
dans la ligne a contre-sens. Par conséquent, dans le cas d’une transmission d’un train

pour la ligne passe-bas et
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d’impulsions, des intéractions se produiront inévitablement entre les impulsions incidentes
et réfléchies. Sur la figure 5 nous présentons les résultats de simulations de la propagation
d’une impulsion solitaire. Le motif utilisé est composé pour les 250 premieres cellules d’une
ligne passe-bas et pour les 250 derniéres d’une ligne passe-bande. On peut clairement

/\\

0.01

0.008

0.006

0.004

Amplitude (V)

0.002

F1G. 5 — Evolution d’une impulsion gaussienne initialement non-chirpée dans un MAP
passe-bas/passe-bande.

observer qu’il y a initialement un étalement de I'impulsion jusqu’a la cellule 250 puis suit
une compréssion de celle-ci. Cela indique bien une compensation de (2. Par ailleurs on
peut noter qu’au cours de sa propagation, 'impulsion se dissymétrise. Nous attribuons
ce phénomene a l'effet de la dispersion d’ordre 3, 33, qui n’est pas compensée lorsqu’on
agence des lignes passe-bas et passe-bande (3 est négatif dans ces deux types de lignes
quel que soit la fréquence). Pour éviter une déformation trop importante de I'impulsion,
il faut utiliser un autre type d’agencement.

5 Conclusion

Nous avons démontré dans cette étude la possibilité de générer un phénomene de
respiration d’'une impulsion dans une ligne électrique, i.e un cycle complet d’élargissement
suivi de compression de l'impulsion. Il s’agit d’un résultat important car il constitue le
premier élément majeur qui tend a démontrer que la technique de gestion de la dispersion
peut étre étendue aux lignes de transmission électriques. Cependant nous avons également
montré que la mise en oeuvre de cette technique pose de serieux problemes tels que ’adap-
tation d’impédance et la compensation des parametres de dispersion d’ordre supérieur qui
doivent étre résolus pour que ce concept s’impose dans le domaine des lignes électriques.
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Résumé

Dans le cadre des neurosciences et plus particulierement dans la modélisation
mathématique des neurones, nous proposons la réalisation et 1’étude d’un circuit
électronique simulant le modele de Morris-Lecar. Ce modele est inspiré du com-
portement électrique d’un axone moteur du Barnacle (une espece de crustacé). La
modélisation du neurone par C. Morris et H. Lecar [1] reste simple mais conserve
toutefois des proprietés intéresantes, les bifurcations et la dynamique du modele sont
riches. Nous proposerons une implémentation du modele de Morris Lecar a 'aide de
composants discrets. L’étude des diagrammes de bifurcation en deux dimensions per-
met de repérer les zones de parametres intéressantes (comme les zones de bistabilités).
Une des applications du circuit est la construction d’un neurone de type burster au-
tonome, lequel produit des rafales de pulsations (ou spikes) sans source extérieure
d’excitation. Ce type de neurone, trés courant dans le systéme nerveux, intervient par
exemples dans le systeme thalamique durant le sommeil.

1 Introduction

Le modele de Morris-Lecar a été déduit a partir de mesures de l'activité électrique
d’un neurone moteur du barnacle géant, le modele présente une dynamique intéressante.
En effet, le jeu d’équations différentielles, pourtant réduit, présente une dynamique riche.
Pour présenter et analyser ces propriétés du modele nous proposons I'implémentation et la
construction d’un circuit électronique simulant les équations. Dans les sections suivantes
nous présenterons d’abord le modele de Morris-Lecar pour ensuite formuler une premiere
approximation pour I'implémentation du circuit ainsi qu’une exploration de certaines bi-
furcation du circuit. Enfin la derniere section présente la version étendue du circuit ainsi
que I'imlementation d’un modele de burster.

2 Présentation du modele
Le modele de Morris-Lecar fait partie de la classe des modeles bi-dimensionnaux de

neurone. La description mathématique se base sur les observations expérimentales des cou-
rants ioniques a travers la membrane du neurone. Les différents canaux ioniques répondent
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a activité électrique du neurone en s’ouvrant ou se fermant. Les courants ioniques im-
portants sont le calcium et de potassium (et les pertes ohmiques a travers la membrane).
Le premier (le calcium) représente l'activation du neurone lorsque 'on applique une ex-
citation externe au neurone tandis que le potassium repolarise la membrane du neurone
vers la tension d’équilibre. Ce mécanisme d’activation/désactivation donne naissance a des
impulsions appelées “spikes”.

C’est ainsi que le neurone traite 'information en émettant une série d’impulsions
correspondant a une entrée donnée, la fréquence d’émission de ces spikes est modulée
par l'intensité du stimuli. Les variables dynamiques sont au nombre de deux et le jeu
d’équation complet peut se résumer de la facon suivante

C% = gCAmamMoo(Vm)(Vm - VCCL) + gKmaxN(Vm - VK) + gL(Vm - VL) + Iex
4 = A (Vin) (=N + G(Vin))

Moo(V)) = 0.5(1 + tanh((V — V1) /Va))
G(V) = 0.5(1 + tanh((V — V3)/V4))
AN (V) = gcosh((V — V3)/2V4).

Dans ces équations V;,, représente la tension de la membrane (c’est & dire la différence
de potentiel entre I'extérieur et I'intérieur du neurone). Le courant ionique du potassium
est représente par le terme grmaz N (Vi — Vi), ou la variable N représente la dynamique
du canal ionique. Le canal s’ouvre et se ferme avec une vitesse dépendante du voltage
de membrane. Le canal de calcium possede en principe aussi une dynamique du premier
ordre mais celle ci étant beaucoup plus rapide que celle du potassium on peut négliger les
transitoires et I’on suppose ce canal toujours a sa valeur d’équilibre (cette valeur d’équilibre
dépend bien sir du potentiel de membrane suivant la fonction My, (V)). L’ouverture du
canal de calcium n’est donc pas représenté par une variable dynamique mais par une
fonction sigmoidale du voltage de membrane.

3 Premiere approximation

Afin de simplifier I’étude des équations différentielles couplées et de faciliter la concep-
tion du circuit nous ferons une premiere approximation des équations (1). L’équation
différentielle dN/dt comporte une constante de temps dépendante du voltage de la mem-
brane V,,. Ce type d’équation différentielle est un probleme difficile en électronique. En
effet il est nécessaire de mettre en oeuvre des résistance contrélables en tension (nous
verrons néanmoins dans la prochaine section un exemple d’implémentation). L’approxi-
mation concerne cette “constante de temps”, nous la prendrons égale a une valeur fixe. La
constante est fixée a la vitesse la plus rapide de transition. Par la suite pour mieux visua-
liser les variables du circuits nous effectuons une normalisation des variables de I’équation
(1), nous divisons la variable V;,, pour V,,. Le nouveau jeu d’équations différentielles (nor-
malisé) s’exprime alors

C% = gC’AmamMoo(V)(V - 1) + gKmaxN(V - VK) + gL(V - VL) + Ie:p
L =p(-N+G(V))

Moo(V) = 0.5(1 + tanh((V — V1)/Va))
G(V) = 0.5(1 + tanh((V — V3)/V4)).
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Fic. 1 — (a) Représentation schématique des équations de Morris-Lecar.(b) Schéma du
circuit €lectronique

L’approximation n’est pas critique pour le fonctionnement du modele. Nous pouvons ob-
server que les principaux comportements sont conservés. Afin de mieux comprendre le
fonctionnement du circuit, une représentation logique de I’équation 2 est présentée dans la
figure 1. Cette représentation par bloc est la base de I’élaboration du circuit, chaque bloc
logique est implémenté par des composants électroniques discrets. Accompagnant ce dia-
gramme, le schéma du circuit électronique est présenté (ainsi que en pointillés les différents
blocs logique). A continuation, nous présentons une partie des résultats expérimentaux ob-
tenus avec le circuit.

4 Diagrammes de bifurcations

La maniere la plus efficace d’étudier les zones de parametres du systeme est de tracer
les diagrammes de bifurcations. Dans cette section nous présenterons des bifurcations de
codimension 2, c’est & dire des bifurcations faisant intervenir deux parametres. En deux di-
mensions, différents choix de parametres sont possibles, par exemple dans la figure 2 nous
tragons les comportements du systemes en fonctions de ’excitation extérieure et du pa-
rametre Vy. Ce diagramme présente une particularité intéressante, lorsque le parametre Vy
est augmenté le type d’excitabilité du neurone change. Cette valeur représente 'inclinaison
de la fonction d’activation du potassium (I'inclinaison de la sigmoide). Le neurone passe du
type I au type II de maniere continue!. Ainsi, en variant un seul parametre nous pouvons
obtenir une grande richesse de comportements. Notons que le changement d’excitation est
du & une bifurcation de Bogdanov-Takens (BT), cette bifurcation marque le passage d’une
bifurcation point de selle-noeud (SN) & une bifurcation de Hopf sous-critique. Tres pres de
cette bifurcation de Bogdanov-Takens apparait une bifurcation de type fronce (ou cusp en
anglais) due a la présence de trois points fixes, deux noeuds (un stable et 'autre instable)
et d’un point de selle, celle ci est trop pres pour pouvoir 'observer expérimentalement. Sur
le méme diagramme de bifurcation nous pouvons observer le passage d’une bifurcation de
Hopf super-critique a une bifurcation de Hopf sous-critique. Ce type de scénario s’appelle
une bifurcation de Hopf généralisé (noté GH) ou encore bifurcation de Bautin.

1. la différence entre les deux types de neurone est importante, un neurone de type I émet des impulsions
en partant d’une fréquence quasiment nulle lorsque le courant d’excitation est augmenté. Le neurone de
type II commence & émettre des impulsions avec une fréquence déterminée. La différence entre les deux
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Fic. 2 — Bifurcation de codimension 2, les différents comportements du systéme sont
schématisés. Trois points de Bifurcation sont a remarquer: une bifurcation de Bogdanov-
Takens (BT), une bifurcation de Hopf généralisée (GH). (a) Diagramme I — Vy. (b) Dia-
gramme I — V3. Les autres parameétres du modéle sont: vi = 0V v = 0.15V v3 = 0.06V
vg = 0.15V grmaz = 8MS goamaz = 4mS gr, = 2mS Vg = —0.66V Vi = 0.5V

Nous pouvons tracer d’autres diagrammes de bifurcations, par exemple variant le
point moyen de 'activation du potassium (présenté dans la figure 2(b)).

5 Simulation des équations completes

Nous proposons a présent de construire un circuit simulant les équations de Morris-
Lecar complete, c’est a dire le jeu d’équation (1). La différence essentielle par rapport au
circuit précedent réside en une constante de temps dépendant du voltage de la membrane
Vin- La” constante” de temps de I'activation du potassium Ay (V;,,) varie suivant une courbe
en forme de cloche. La solution pour le circuit électronique proposée est un filtre RC (un
intégrateur analogique) comportant une résistance dépendant du voltage de membrane
Vin. Ce circuit est représente dans la figure 3(a), la résistance variable est réalisée a 'aide
d’un transistor a effet de champ, ce type de composant présente un régime dans lequel il
se comporte comme une résistance contrélable en tension?. Le montage représenté permet
de linéariser le transistor, la zone de résistance controlable est ainsi étendue.

Le circuit complet est présenté dans la figure 3(a), dans cette figure la résistance
variable est agrandie. Dans la méme figure la résistance en fonction de la tension est
tragée, elle correspond a une allure gaussienne de la constante de temps (figure 3(b)).

6 Le burster autonome

Une application de ce circuit est la construction d’un circuit reproduisant le com-
portement des neurones dit “burster”. Ce type de neurone émet des rafales de spikes a

modes est due au type de bifurcation (Hopf ou saddle-node).

2. Le FET (Field Effect Transistor) est utilisé dans un régime ou la zone depletée varie linéairement
avec la tension appliquée entre la grille et la source. Le composant se comporte alors comme une simple
résistance dont la valeur dépend de Vs (tension grille-source)
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Fic. 3 — (a) Schéma du circuit électronique complet.(b) caractéritique de la résistance
controélable en tension

intervalle régulier. Dans un certain régime de parametres du modele précedent, le circuit
présente une bistabilité, cette zone se repere facilement dans le diagramme de bifurcation
de la figure 4(a). Dans cette figure apparaissent les maxima du voltage de la membrane en
fonction de 'intensité du courant appliqué. Dans un intervalle de courant extérieur I, le
diagramme de bifurcation comporte un noeud stable ainsi qu'un cycle limite stable, I’al-
ternance entre ces deux états va permettre le bursting. En ajoutant au circuit précedent
un simple intégrateur nous pouvons passer d’un régime a un autre de fagcon continue. Le
mécanisme consiste a augmenter le courant lorsque la tension de la membrane est dessous
un certain seuil (le systéme est alors au repos) et de diminuer I'intensité lorsque la tension
est au-dessus du seuil (le systéme est alors dans un régime de spike). Le cycle limite meurt
au contact du noeud stable dans une bifurcation homoclinique (la trajectoire se referme
sur le point fixe instable). La modification du jeu d’équation (1) est:

A
Cm =Y~ courants + Gyurst Vourst

(3)
RCQ% = (Vm — ‘/seuil)

Nous avons ajouté un courant dépendant du voltage de membrane et de la tension
de seuil choisie. Ce modele se comporte comme un burster autonome.

7 Conclusions

L’étude et la réalisation du circuit a permis de mettre en évidence plusieur types
de bifurcations de codimension 2 et de plus a identifié un parametre critique pour le
choix de l'excitabilité du neurone. Une application directe du circuit est par exemple
simuler I’association de plusieurs neurones de Morris-Lecar ou méme de plusieurs burster
autonomes.
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F1c. 4 — (a) Diagramme de bifurcation du systéme dans un régime bistable. (b) Exemple
de série temporelle obtenue a partir du circuit.
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Résumé

La résonance dans les systemes dynamiques est un phénomene d’une grande impor-
tance. Une grande attention a été porté a la résonance que des perturbations aléatoires
peuvent induire, c’est ce qu’on appelle la résonance stochastique. Elle apparait dans
de nombreux systemes physiques et biologiques. Des comportements résonants assez
similaires & ceux induits par le bruit peuvent étre observés quand la perturbation est
d’origine chaotique. Cela implique que des systemes physiques ou l'on considere que
le bruit a une contribution essentielle pourraient étre purement déterministes. Par
conséquent, il est intéressant d’approfondir le role que des perturbations déterministes
ou aléatoires peuvent jouer dans la dynamique globale résonante d’un systeme. A cette
intention une étude de l'effet que des perturbations chaotiques et des perturbations
stochastiques induisent dans un systeme dynamique a été réalisée.

1 Introduction

Les comportements résonants ont été traités en physique et ont eu une tres grande
importance pour la compréhension de nombreux phénomeénes présents dans la nature.

Le phénomene de la résonance stochastique (SR) a été largement étudié durant les
derniéres années et on peut Iobserver dans beaucoup de systémes [1]. Le systéme paradig-
matique ou l'on peut trouver une résonance stochastique est celui d’une particule qui se
trouve soumise a une force conservatrice provenant d’un potentiel avec deux minimums;
a une force harmonique (qui ne peut pas induire de sauts parmi ces deux minimums) et a
une perturbation aléatoire, comme le bruit blanc gaussien. Pour une valeur finie de 'inten-
sité du bruit la synchronisation des sauts avec la force harmonique est maximale, celle ci
mise en évidence par un maximum dans la SNR (rapport signal sur bruit) du sytéme. Les
comportements du type SR ont été observés dans les systemes chaotiques ou 'attracteur
est décomposé en deux parties jouant un role analogue a celui des minimums du potentiel
3, 4].

Beaucoup d’autres phénomeénes ont été analysés et suivent un comportement identique
a celui de la SR, méme si la perturbation responsable de ce comportement est d’origine
purement déterministe. Par exemple des phénomenes du type SR se rencontrent dans des
systemes ol 'on utilise un signal chaotique provenant de ’application logistique au lieu
du bruit blanc gaussien, obtenant ce qu’on appelle la résonance chaotique [5, 6]. Elle est
également observée quand la perturbation est harmonique et d’une trés haute fréquence,
appelée la résonance vibrationnelle.

Ceci pose la question de l'importance de l'origine déterministe ou aléatoire de la
perturbation dans le comportement résonant d’un systeme dynamique. Plus précisément,
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la question clé a laquelle on veut répondre est si un comportement du type SR équivalent
(caractérisé par la SNR) a celui induit par le bruit peut étre provoqué par une perturbation
purement déterministe. Cela impliquerait que derriere la dynamique de systemes ou 1’on
suppose que le bruit a une importance cruciale, comme dans certains systemes biologiques,
c’est plutot le chaos qui joue ce role clé dans la résonance. Ce point est important car on
sait bien comment controler des systemes déterministes, méme s’ils sont chaotiques.

2 Description du modele

Le systéme étudié est un modele simple ou la SR classique a déja été observée [2].
L’expression générale du systeme est

Tnt1 = (a— 1)z, — a:z:i + esin(2w fon) + d(&,) = F(zn,&n,n). (1)

On considere la situation a € = 0, £ = 0 quand la dynamique est chaotique et quand il
y a deux attracteurs chaotiques symétriques par rapport a x = 0. Cette situation apparait
pour des valeurs de a < a* =~ 3.58.., ol a* est la valeur pour laquelle une crise se produit
et les deux attracteurs se fondent en un seul. On prendra donc a = 3.4. Le terme € ne doit
pas dépasser une certaine limite afin de ne pas induire des sauts entre les deux attracteurs,
notre choix est ¢ = 0.05 avec fy = 0.125. C’est donc la mise en jeu de la perturbation
extérieure &, qui permet ces sauts. La fonction d(x) ne fait que rééchelonner la perturbation
afin d’avoir 'intensité désirée et la centrer autour de 0 si les &, sont définis sur un autre
intervalle. Notons que si les &, suivent une régle déterministe du type &,+1 = f(&), le
systeme est purement déterministe: (zp+1,6n+1) = (F(2n,n,n),f(&n))-

Nous allons comparer d’une nouvelle facon les effets des perturbations déterministes
avec ceux des perturbations stochastiques pour mieux discerner le réle joué par 'origine
de la perturbation. Dans des travaux précédents [4, 5] l'effet d’une perturbation, comme
le bruit gaussien blanc, a été comparé avec celui d’une perturbation chaotique prove-
nant de I'application logistique. Dans ce travail, nous allons sélectionner les perturbations
déterministes et stochastiques a comparer de facon qu’ils aient des propriétés statistiques
similaires. La comparaison s’effectue en étudiant la courbe de la SNR en fonction de l'in-
tensité de la perturbation D. Cette intensité vient définie de la méme facon qu’avec le
bruit blanc, D = 202, ol o est la déviation standard de la perturbation.

3 Les perturbations utilisées

Dans cette section nous allons préciser les perturbations utilisées pour notre analyse.
Les perturbations aléatoires sont caractérisées par leur densité de probabilité. A leur tour
les propriétés statistiques plus basiques des perturbations chaotiques sont données par leur
mesure invariante. Le critere sera donc de comparer des perturbations chaotiques dont la
densité de la mesure soit similaire & la densité de probabilité de son associé stochastique.

Une premiere perturbation chaotique que ’on peut utiliser est du chaos provenant de
la perturbation derivée de 1”application tente T : [0,1] — [0,1] ([6]), qui s exprime de la
fagon suivante:

T(a;)—{ 2x, 0<z<1/2

21—2z), 1/2<z<1
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Fic. 1 — Distribution de probabilité pour quelques perturbations parmi celles considérées:
densité de la mesure de la perturbation derivée de | application tente (a), distribution de
probabilité du bruit logistique blanc, équivalente a la densité de mesure de ’application lo-
gistique (b), distribution de probabilité de la perturbation gaussienne déterministe, suivante
une loi de type gaussienne (c), distribution de probabilité de la perturbation vibrationnelle

(d)

Statistiquement elle est décrite par la densité de la mesure invariante, qui est constante
sur l'intervalle [0,1] comme on peut I’observer sur la figure 1 (a). Il semble ainsi plus naturel
de la comparer avec une perturbation aléatoire similaire, comme le bruit blanc uniforme.

Une autre facon d’obtenir facilement une perturbation chaotique consiste a itérer 'ap-
plication logistique G : [0,1] — [0,1] qui vient donnée par 1’expression z,+1 = G(x,) =
42, (1 — xy,). Il serait intéressant de générer une perturbation aléatoire dont la den-
sité de probabilité soit identique a sa densité de mesure pour comparer les effets des
deux perturbations. Pour ce faire, I’équivalence topologique parmi 'application logistique
G(z) et 'application tente T'(xz) peut étre mise a profit: les trajectoires de 'applica-
tion logistiques correspondent bijectivement a celles de ’application tente via le mappage
C(z) = (1 —cos(mx))/2 ([6]). Donc, si on dispose d’un nombre suffisamment grand de tra-
jectoires de I'application tente passant avec un probabilité uniforme par 1’intervalle [0,1],
ceux-ci peuvent étre associés aux trajectoires de ’application logistique qui couvrent donc
I'intervalle [0,1] avec la distribution de cette application. Alors, si l’on a une suite de points
aléatoires {z;}2°, avec une distribution de probabilité uniforme, la suite {X; = C(x;)}2,
sera aléatoire et aura une densité de probabilité égale a la densité de mesure de 'applica-
tion logistique. Cette propriété est illustrée sur la figure 1(b). On a donc une perturbation
chaotique et une perturbation aléatoire qui I'imite, on appellera celle ci du bruit logistique.

Etant donné que les perturbations aléatoires les plus habituelles auxquelles les systemes
dynamiques sont soumis sont modélisés par du bruit blanc gaussien, il faudrait chercher son
associé déterministe. Avec deux suites de nombres aléatoires {£4}12°; et {€5}5°, générés sui-
vant une distribution uniformément aléatoire dans 1’ intervalle [0,1] nous pouvons obtenir
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F1G. 2 — Spectre des suites x,,. (a) § =0 (b) £ < 0.001. Les pics auzx multiples impaires de
fo sont typiques des systémes bistables.

des nombres 7,, suivant une distribution gaussienne via la transformation de Box-Muller:
Ny = o4/—2log &} cos (2m&y) ([7]). 11 est donc facile de voir que si les nombres &} et &2
proviennent des itérations de 'application tente ﬁ?“ =T(£7) , j = 1,2, la quantité n,
suivra aussi une distribution statistique du méme type que le bruit blanc gaussien, comme
on peut l'observer sur la figure 1 (c).

Insistons sur le fait que les propriétés statistiques des perturbations ne sont pas
décrites complétement par ses distributions de probabilité dans les cas aléatoires ni par
ses densités de mesure dans les cas déterministes chaotiques. En fait, les autocorrélations
peuvent avoir un effet tres important sur la dynamique générale. Par exemple, méme si
les perturbations sont symetriques (c’est a dire, si la probabilité d’avoir une perturbation
¢ est égale a celle d’avoir une perturbation —¢) la densité de probabilité P(x) pour une
trajectoire de passer par [x,r + dz] peut en revanche étre asymétrique. Ces considérations
seront détaillées dans une future publication [7], il faut retenir simplement 'idée que la
condition d’avoir des distributions de probabilité égales est assez “faible”.

Finalement, nous remarquerons que l'intensité du bruit doit étre bornée afin d’
empécher que le systéeme dynamique diverge. On peut montrer que pour notre systeme il
existe une valeur de ¢ critique (&) pour laquelle la suite des x,, diverge. Dans le cas des
perturbations derivée de 1 application tente, aléatoire uniforme et logistique, il est simple
d’empécher la divergence car elles peuvent étre convenablement rééchellonées pour donner
des valeurs parmi [—&maz,Emaz] avec 0 < Emar < &. Dans ce cas, la déviation standard o
(et donc l'intensité de la perturbation) peut étre calculée analytiquement en fonction de
Emar grace a la simplicité de leurs distributions probabilistiques. Avec les perturbations
gaussiennes il faut étre attentif et les majorer a la valeur &..

Dans ce travail nous allons aussi utiliser des perturbations vibrationnelles afin d’ob-
server la Résonance Vibrationnelle (qui a été observée pour des systémes bistables comme
celui déja présenté). Les perturbations vibrationnelles sont de la forme &, = Asin(27dn)
ou Q> fo, et la distribution statistique de ses valeurs est montrée dans la figure 1 (d).

4 Analyse des résonances induites

Apres avoir décrit les types de perturbations employées, il faut maintenant analyser
les effets qu’elles provoquent sur notre systeme dynamique. Comme le mentionne 1'in-
troduction, les perturbations £ provoquent des sauts entre les deux attracteurs de notre
systeme dynamique. Quand ces sauts ne sont pas possibles, le spectre d’une trajectoire x,,
est du méme type que celui que I'on peut observer dans la figure 2 (a) (assez similaire a
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F1G. 3 — SNR pour les différentes perturbations. (a) Chaos du type application tente (-) et
nombres aléatoires uniformément distribués dans l'intervalle [0,1] (- -);(b) Chaos logistique
(-) et “bruit logistique” (- -). (¢) “Perturbation déterministe gaussienne” (-) et bruit blanc
gaussien (- -)

celui d’un bruit). Par contre, quand la perturbation est suffisamment forte pour induire
des sauts, un pic assez bien défini apparait a la fréquence fy, comme on peut le voir dans
la figure 2 (b). S’il y a une valeur de I'intensité du bruit pour laquelle le rapport entre la
puissance du pic et le fond de bruit (SNR) est maximale, on est alors en présence d’une
résonance.

La SNR a été calculée & partir d’une moyenne de suites {x, }_; du systéme pour les
différents types de perturbations &,. Les résultats sont montrés a la figure 3. La premiere
remarque a faire est que toutes les perturbations induisent un comportement résonant du
méme type, il y a toujours un maximum assez défini pour une certaine valeur de 'intensité
de la perturbation D. Ce résultat nous montre pour la premiere fois que dans un systeme
chaotique comme celui décrit par I’équation 1, la résonance chaotique et la résonance
vibrationnelle peuvent étre observées.

Néanmoins, la figure 3 expose le résultat le plus important que 1’on souhaite souli-
gner. Pour les “perturbations logistiques” les maximas des courbes du cas déterministe et
du cas stochastique sont tres proches et ont presque la méme hauteur. On peut dire la
méme chose du cas des perturbations gaussiennes, ou les courbes présentent clairement
un maximum pour une valeur tres similaire a 'intensité de la perturbation D. Méme dans
le cas des perturbations tente et aléatoire uniforme on peut voir que pour des valeurs
petits de l'intensité du bruit il y a une coincidence assez nette. Une description détaillée
de I'explication de ces phénomenes sera développée dans un futur article. Notons aussi que
la perturbation du type vibrationnel donne un résultat assez similaire qualitativement a
celui des perturbations précédentes.
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5 Conclusions

Dans ce travail nous avons montré qu'un systeme dynamique assez simple présente un
comportement du type résonant quand il est soumis a des perturbations du type stochas-
tique, chaotique et vibrationnel. Nous avons aussi montré que dans certaines situations il
est tres difficile de distinguer parmi comportements du type SR dues a l'action du bruit
de ceux qui sont dus a quelques perturbations déterministes, méme si les signaux ont des
similitudes assez superficielles.

C’est particulierement intéressant car ceci peut s’appliquer aux systemes réels ou
I’on considere que le bruit joue un role tres important. Nos résultats montrent que une
perturbation chaotique ou une perturbation si simple qu’une perturbation harmonique de
haute fréquence pourrait jouer le méme role.

Cela pourrait aussi impliquer qu’il y ait des contributions déterministes (faibles)
considérées comme du bruit lorsque le modele phénoménologique du systeme dynamique a
été construit. La détermination de I'existence de ces contributions déterministes pourrait
étre utile si ’on veut controler le systéme dynamique pour en obtenir une certaine réponse.
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