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Solutions stationnaires auto-coherentes des equations de

Vlasov-Maxwell
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Dynamique des particules chargees

Dans le cadre de la physique des plasmas, la compréhension de I'émergence de barrieres de
transport est un enjeu majeur. Il semble maintenant admis que le phénomene d’émergence du
mode H de confinement amélioré correspond a l'apparition d’'une barriere de transport dite interne
(ITB) |2, 5]. Bien gu’'observée expérimentalement, il n'existe pas d’explications théoriques claires
de I'apparition d'une telle barriere. De plus, aucune simulation numérique auto-cohérente prenant
en compte le flux poloidal et toroidal ne I'a mise en évidence.

'approche que nous adoptons ici découle de principes premiers et s'appuie sur les résultats ré-
cents discutés dans [4, 3, 1]. Des solutions d’équilibre complétes des équations classiques de
Vlasov-Maxwell dans une geometrie cylindriqgue sont construites. Dans ce cadre limite de rap-
port d'aspect singulier, le mouvement d'une particule chargée a deux composantes peut alors
étre rendu intégrable, alors que cela n'est pas garanti dans une configuration torique. Ainsi, le
probleme peut étre reduit a une equation differentielle ordinaire non linéaire du second ordre qui
laisse apparaitre une bifurcation vers deux types de profil confinant.

Configuration électromagnéeétique

Nous considérons le probleme d'un Tokamak idéal, sans champ électrique, dans la limite ou le
tore peut étre vu comme un cylindre (R > rq). Dans le systeme de coordonnees usuelles (r, 0, 2)
de vecteurs unités (e,, ey, e,), nous pouvons exprimer le champ magnétique cylindrique B(r)
comme

B = BPlasma + BE:L’t 9 (1)

ou Br,; = Bpe, est le champ externe d'intensité By appliqué, et Bp;, ¢, €St le champ de
retroaction du plasma. En tenant compte des symétries, nous prenons donc
B = Bylg(r)eg+ (1 4+ k(r)) e;] , (2)

avec g et k, deux fonctions a déterminer, de maniere a avoir Bpj,ome = Bo(9(r)eg+ k(r)e,).
Nous pouvons alors exprimer un potentiel vecteur associé

A = Ay(r)eg+ Ax(r) e, (3)

en jauge de Coulomb, qui introduit deux autres fonctions apparentées, K(r) et G(r), telles que :

r
B By [ r?
Apg(r) = TO/u (14 k(u)) du = TO <§ + K(r)) , (4)
0
et,
r
ALlr) = =By [ glw)du = ~BoG(r). 5)
0
Nous avons finalement K
T T
A(r) = By [(5 +— > eg — G(r) eZ] . (6)
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Le mouvement d'une particule chargée dans les champs considérés est hamiltonien en terme de
variable canonique (q, p). Nous supposerons que nous avons une particule ponctuelle classique
non relativiste de charge () = 1 et de masse m = 1. Le hamiltonien du systeme s'écrit

H_@—?MW. 7)

Les équations du mouvement associees sont :
1= — A
1 P . 8
p= VA.(p—A)

Compte tenu de la forme spécifique du champ magnétique et des symétries (translation sur z,

et rotation sur #), le mouvement de particules chargées est intégrable et nous pouvons réduire la
dynamigue a un systeme hamiltonien effectif unidimensionnel

g=tl2y (@ B (5 n Kﬁ”))Q + (p2 + BoG(r)?| | 9

1
2 2

ou py et p, sont des constantes du mouvement, voir par exemple [3].

Approche cinetique et equilibres stationnaires
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Des termes sources aux equations auto-coherentes

En considérant la distribution a une particule a I'équilibre f(r, 0, z, pr, py, p2), les états physiques
du plasma, sans champ électrique et sans collisions sont soumis a I'équation de Vlasov. Dans notre
cadre non-relativiste, cela correspond a la conservation de f, pour chaque trajectoire, I.e. :

d

— t)=0 10
" (a,p,1) =0, (10)
ou q et p satisfont (8). Les sources, densité et courant de charge, sont couplées par les équations

de Maxwell et ont pour expression

+00

n(q.t) = / f(a,p,t)d%p (11)
oo

jla,t) = /Vf(q,p,t)dgp (12)

En terme de solution stationnaire, I'équation de Vlasov (10) se réécrit

{f,H} =0, (13)

et donc toute fonction de H est solution du probleme. De plus, il convient d'introduire 4 mul-
tiplicateurs de Lagrange, 3, vg, 7. et u, afin dimposer les contraintes dues a la conservation,
respectivement, de I'énergie, des moments selon 6 et z, et du nombre de particules. Puis, nous
choisissons une solution qui maximise 'entropie

SIf] = —kp / Fin(f)dQ. (14)
I

ou kp est la constante de Boltzmann et dQ2 un volume infinitésimal de I'espace des phases I'.Les
solutions de ce probleme variationnel sont données par

f= 6_5H_’szz_'76p9_ﬂ_1 _ (15)

24°M€ rencontre du non-linéaire

'équation (11), avec ¥ = 47*R f0+oo re_arz_bG(T)_CK(T)dr, et N, le nombre de particules donne
acces a la densité radiale

N
,0(7“) _ 76—ar2—bG(r)—cK(r) | (16)
(12) donne directement
0=~ (Lreg+ Ze.) otr). 17)
| est intéressant de remarquer que 7;7f<<rr>> — % Les fonctions K et G definissent le potentiel

vecteur (6), en jauge de Coulomb (V.A = 0), qui lui-méme est relié au courant par la loi d’Ampere.
Cela permet d’aboutir a des équations de type Poisson

. L ,LLON \ ) 7 . _ s
qu QOrlment finalement, avec kg, = By57 19/ UN systeme d'éguations auto-coherentes plus
genéra

_arl_— _
%% %%K(T)) = Kge V" bG(r)—cK(r)

10 TQG(’I“>> _ /{ZG—CMQ—[)G(T)—CK(T) '

ror

(19)

Apres quelgues manipulations, nous pouvons réduire (19) 3

25 ~2 - ~2 y
RGN ( 209 147 52@) T+ (71 0j:(r) 17 ) 95:)  p)
Jz

e I+72 " A & o T(1+7)) oF

avec j,(7) = e~ GIN—E@) 7= %r, A= (bC:9)2 et ag une constante d’intégration.
4

Profil standard d’'equilibre et bifurcation

A partir de (20), d’'un choix de constantes (X, o) et du fait que j.(0) = 1 et p(r) o j.(r) o j-(7),
nous pouvons esquisser des profils de densité (cf. fig. 1). Il apparait alors que pour certains choix
0j:

de parameétres, différents profils émergent. En regardant (20), au ler ordre, pour =% = (0 nous
_ r=0
4.0 , , ,
observons un seuil % — 1 entre des profils « centrés » et d'autres « excentres ».
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Figure 1. Profils de densite pour A = 1. (a) avec oy = —1, (b) avec ag = —1/2, (¢) avec ay = 1.
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