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La convergence à deux échelles

Le principe est le suivant : on fixe la période ε et on a uε qui est
solution de

Lεuε = f ,

sur l’ouvert W de Rn avec Lε est un opérateur différentiel
présentant des oscillations de période ε et f un terme source
indépendant de ε.

Définition

(uε)ε>0 dans Lr (W ) avec r ∈]1,+∞] converge à deux échelles vers
une fonction U dans l’espace Lr (W , Lr

per (Y )) si pour toute
fonction ψ ∈ C 2

c (W ,C 2
per (Y )), on a

lim
ε→0

∫
W

uε(x)ψ(x,
x

ε
)dx =

∫
Y

∫
W

U(x, y)ψ(x, y)dxdy.

U est appelée la limite à deux échelles de uε dans Lr (W , Lr
per (Y )).

uε converge fortement vers U si limε→0 ‖uε − U(·, ·ε)‖Lr (W ) = 0.
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La convergence géométrique à deux échelles

On peut réécrire les définitions et les théorèmes en utilisant des
variétés différentielles M,Y et des formes différentielles.

Définition

Soit (kωε)ε>0 une suite de k-formes différentielles dans Lr (M,
∧k),

on dit qu’elle converge vers la limite à deux échelles
kω0 ∈ Lr (M,

∧k Lr (Y )) si pour n’importe quelle k-forme
différentielle kψ ∈ C 2

c (M,
∧k Ω0(Y )), on a∫

M

kωε
x ∧ ? kψ(x ,x1/ε) −→

∫
Y

∫
M

kω0
(x ,y) ∧ ?

kψ(x ,y),

L’élément x
ε peut être réécrit en utilisant le flot géodésique sur la

variété Y .
Cette convergence existe Si sur Y le flot géodésique est ergodique.
−→ Y compacte sans bord et est soit une variété de volume fini à
courbure négative soit riemannienne symétrique.
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