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Résumé. Afin de mieux comprendre la dynamique de croissances tumorales, nous réalisons une analyse dy-
namique d’un systéme a trois populations cellulaires (cellules hotes, immunitaires et tumorales) en compétition
sur un méme site. De maniére & prendre en compte le role de la néo-angiogenése, nous complétons ce modeéle par
une quatrieme population faite de cellules endothéliales. L’analyse dynamique de ce nouveau systéme est réalisée
de maniere a statuer sur I'importance de cette population dans la dynamique des croissances tumorales.

Abstract. In order to better understand the dynamics of tumor growth, a dynamical analysis of a system with
three competitive species (host, immune and tumor cells) is performed. A fourth population of cells is then added
to take into account endothelial cells and to investigate their role in the dynamics of tumor growth.

1 Introduction

Comprendre la dynamique tumorale est essentiel pour la mise au point de traitements spécifiques a
un type de cancer donné et, de surcroit, a un individu donné. De ce point de vue, la modélisation de
croissance tumorale, de Pangiogenese [1] ou de la réponse au traitement [2] se présente comme partic-
ulierement adaptée a la compréhension des observations cliniques. Notre objectif est de disposer, pour
I'instant, d'un modele générique pour la croissance tumorale prenant en compte non seulement la tumeur
mais également les interactions avec son environnement. Nous montrons quun modele décrivant les in-
teractions des cellules hotes, immunitaires et tumorales en compétition sur un site tumoral [3] permet de
reproduire certains des comportements observés par les oncologues [4]. Néanmoius, il apparait nécessaire
de tenir compte de ’angiogénese pour le développement sur plusieurs sites des tumeurs. Pour cela, nous
ajoutons au modele une quatrieme population de cellules, les cellules endothéliales. Nous étudions ensuite
la dynamique des quatre populations interagissant sur un site tumoral. L’impact des cellules endothéliales
sur la dynamique du systeme est alors déterminé.

2 DModele a trois populations

Soucieux de prendre en compte les interactions entre la tumeur et son environnement, nous nous
focalisons sur le modele impliquant trois populations cellulaires en compétition proposé par De Pillis et
Radunskaya [3]. Ce modele relativement simple présente ’avantage de prendre en compte les cellules hotes.
De ce fait, plusieurs aspects essentiels de la dynamique de croissance tumorale telle qu’elle est observée
dans la pratique clinique sont ainsi retrouvés [4]. Apres normalisation, le systéme & trois populations
s’écrit [3]
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ou x représente la population de cellules hotes, y la population de cellules immunitaires effectrices et z
la population de cellules tumorales. Le systeme (1) est étudié pour les valeurs des parametres suivantes :

p1 = 0,518 taux de croissance des cellules hotes ;

a13 = 1,5 taux de mortalité des cellules hotes par les cellules tumorales ;

p2 = 4,5 taux de croissance des cellules immunitaires effectrices ;

a3 = 0,2 taux d’inhibition des cellules immunitaires effectrices par les cellules tumorales;;
b2 = 0,5 taux de mortalité naturelle des cellules immunitaires effectrices;

ase = 2,5 taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules immunitaires effectrices;

as31 = 1,0 taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes.

Notre analyse débute par I’étude des bifurcations lorsqu’un parametre est varié. Plutot que de réaliser
un diagramme de bifurcations < classique >, il importe, lorsque des populations sont étudiées, de suivre
la variabilité sur les minima et les maxima des différentes populations. Pour cela, les sections de Poincaré
sont calculées & partir d’un plongement différentiel R? (s, $,8) de la population choisie. Les maxima sont
alors étudiés dans la section

Pin = {(5,8) € R? | 5, = 0,5, > 0} (2)

et les minima dans la section
Pmax:{(5,5>€R2 | Sn:0,8n<0} (3)

Ceci est illustré Fig. 1 dans le cas des cellules hotes.
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Figure 1. (a) Graphe de fluence du modele de De Pillis et Radunskaya. (b) Attracteur chaotique solution du
modele (1) projeté dans le plan z — & pour les parameétres donnés précédemment. Les sections de Poincaré
permettant 'étude des minima (Pmax) et des maxima (Pmin) sont représentées.

Les diagrammes (Fig. 2) ainsi obtenus révelent que la population de cellules hotes tend & se < tasser » au-
tour de la capacité biotique du site lorsque son taux de croissance p; augmente : si de grandes fluctuations
apparaissent, elles deviennent plutot rares (Fig. 3a) et les oscillations sont extrémement violentes. En con-
trepartie, la population de cellules tumorales se <« tasse > au voisinage de I’extinction. Le site reste donc
la plupart du temps < sain > mais peut étre confronté & des croissances tumorales tres raides, se rap-
prochant de I’évolution des cancers fulgurants (Fig. 3b). De ce fait le taux de croissance des cellules hotes
est un parametre qui pourrait étre utilisé pour doper la population de cellules hotes : mais les cancers
alors fulgurants sont violents et peuvent étre déléteres pour le patient. Ce comportement est un exemple
de phénomenes que reproduit ce modele et qui sont cliniquement observés [4].
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Figure 2. Diagrammes de bifurcations du modele de cancer (1) en fonction du taux de croissance des cellules
hotes pi.
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Figure 3. Comportements des populations de cellules hotes et tumorales lorsque le taux de croissance des cellules
hotes p1 est varié.

3 Modele a quatre populations

Au dela d’une certaine taille, de nombreuses tumeurs contraintes & ’hypoxie, déclenchent le processus
de néo-angiogenese!. Cette étape leur permet de proliférer, croitre plus rapidement et par la méme de
se préparer a 'invasion tissulaire et métastatique. Ce stade est appelé bascule angiogénique. De ce fait,
le développement spatial des tumeurs ne peut se faire sans avoir recours aux cellules intervenant dans la
néo-angiogenese : les cellules endothéliales. Aussi, nous ajoutons au modele de De Pillis et Radunskaya [3]
une population de cellules endothéliales comme suit.

Le graphe de fluence du modele a quatre populations de cellules que nous proposons présente trois
types d’interactions en relation avec les cellules endothéliales (Fig. 4) :

1. les interactions cellules tumorales-cellules endothéliales. Jusqu’a 1 & 2 mm de diametre, la
tumeur a ses besoins en oxygene et nutriments satisfaits par les vaisseaux sanguins se situant dans
un rayon de 50 a 100 micrometres correspondant a la zone de diffusion de l'oxygene. Cependant, au
dela de cette taille, les besoins sont plus importants et ne peuvent plus étre pris en charge par ces
seuls vaisseaux. La tumeur doit donc obtenir 'oxygeéne et les nutriments de vaisseaux plus éloignés
mais se situant au-dela de la limite de diffusion de 'oxygene. Les cellules tumorales alors contraintes
a I'hypoxie, secretent des protéines HIF 2 qui stimulent & leur tour la transcription du gene VEGF 3.
La protéine VEGF nouvellement secrétée se fixe sur les récepteurs transmembranaires des cellules
endothéliales formant les vaisseaux. Cette liaison induit un signal intracellulaire qui stimule la pro-
lifération des cellules endothéliales. Ces cellules se multiplient et migrent vers les cellules tumorales.

1. mise en place de nouveaux vaisseaux sanguins a partir de vaisseaux pré-existants.
2. Hypoxia Growth Factor
3. Vascular Endothelial Growth Factor
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2. les interactions cellules endothéliales-cellules tumorales. Une fois la croissance et la migration
des cellules endothéliales enclenchées, des cellules endothéliales structurant les vaisseaux sanguins
arrivent a proximité des cellules tumorales et, de ce fait, permettent & celles-ci d’ accélérer leur
prolifération.

3. les interactions cellules endothéliales-cellules immunitaires effectrices. Une fois le processus
de cancérogenese enclenché, les cellules effectrices du systeme immunitaire deviennent les actrices
principales de la lutte de 'organisme contre les cellules tumorales. Pour parvenir a la tumeur, elles
empruntent la circulation sanguine. Ainsi, un développement de la vascularisation dans le voisinage de
la tumeur a pour conséquence une augmentation des acces a la tumeur et donc une meilleure réponse
du systéme immunitaire face au cancer. Les cellules endothéliales n’agissent pas directement sur les
cellules immunitaires effectrices mais peuvent, en se développant, favoriser la reconnaissance par les
cellules immunitaires effectrices des cellules tumorales, c’est-a-dire favoriser la réponse du systeme
immunitaire.

+ C cellules hotes

cellules endothélialesi) -

+
+ C cellules tumorales

\ cellules immunitaires :) +

Figure 4. Graphe de fluences de notre modele & quatre populations constitués par les cellules hotes, tumorales,
immunitaires et les cellules endothéliales.

Sachant que nous voulons modéliser la néo-angiogenese tumorale, nous privilégions les interactions
entre les cellules endothéliales et tumorales au détriment des interactions entre les cellules endothéliales
et hotes qui sont donc considérées comme négligeable dans ce contexte. Nous arrivons a la méme conclu-
sion pour les interactions cellules immunitaires effectrices-cellules endothéliales. En effet, biologiquement
les premieres n’auraient peu ou pas d’effets sur le développement des secondes. Une chose importante &
noter est I'absence de boucle positive sur la population de cellules endothéliales elle-méme. En effet, la
prolifération de ces cellules est dépendante des cellules tumorales et est essentiellement due aux interac-
tions cellules tumorales-cellules endothéliales. Nous avons fait le choix de modéliser la prolifération de ces
cellules par 'intermédiaire des interactions entre les cellules tumorales et les cellules endothéliales, tout
en prenant en compte la mortalité naturelle, tres faible, de ces cellules par une boucle négative.

A partir du graphe de fluence, nous pouvons construire un systéme a quatre équations modélisant la
croissance et la néo-angiogenese tumorale, soit
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ou z représente la population de cellules hotes, y la population de cellules immunitaires effectrices,
z la population de cellules tumorales et w la population de cellules endothéliales. Le terme asqyw,
correspondant au mutualisme entre les cellules endothéliales et immunitaires effectrices, est ajouté a
I’équation se référant aux cellules immunitaires effectrices y. Les interactions cellules tumorales-cellules
endothéliales et cellules endothéliales-cellules tumorales peuvent étre représentées par le modele plante-
pollinisateur [6, p. 143]. Ce qui nous conduit & incorporer le terme oﬁi—f dans I'équation des cellules
tumorales Z et le terme % dans I’équation des cellules endothéliales w. Ces termes représentent une
fonction réponse de type 11, dite de Holling. Cette fonction contrairement a la fonction réponse de type 1,
dite de Lokta-Volterra, présente un effet de saturation et se rapproche plus des comportements observées
dans la réalité. Pour compléter ce modele plante-pollinisateur, le terme % est ajouté dans 'équation w.
Avec ce systéme a quatre équations (4), nous avons modélisé les principales interactions entre les quatre
populations de cellules.

Nous réalisons une étude dynamique de ce systeme, pour les valeurs des parametres du modele a trois

équations, auxquels nous ajoutons les parameétres suivants.

g4 = 0,30 impact des cellules endothéliales sur la disponibilité des cellules immunitaires effectrices;
azq = 0,75 taux de prolifération des cellules tumorales 1ié a la néo-angiogenese;
64 = 11,0 taux de mortalité naturelle des cellules endothéliales;

pa = 0,86 taux de croissance des cellules endothéliales.

Avec ces parametres, le modele & quatre populations produit un attracteur chaotique (Fig. 5) apparem-
ment peu différent de celui obtenu avec le modele & trois populations (Fig. 1). Comme pour le modéle
de De Pillis et Radunskaya [3], nous étudions le comportement des cellules hétes et tumorales lorsqu’un
parametre est varié.
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Figure 5. Attracteur chaotique solution du modele (4), projeté dans le plan  — & pour les parameétres donnés
précédemment.
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Nous choisissons de varier le taux de croissance des cellules endothéliales p; et obtenons les dia-
grammes représentés Figs. 6. L’intervalle des fluctuations des deux populations reste constant jusqu’a
p4 = ps =~ 0,77 : aucune bifurcation n’est identifiable pour des valeurs plus petites. A partir de la valeur
P4, Uintervalle de fluctuations des cellules tumorales sur les maxima augmente (Fig. 6b) : ce comportement
est particulierement important car le seuil py pourrait correspondre au seuil de bascule angiogénique de
notre modele. Nous observons chez les cellules hotes (Fig. 6a), une diminution des intervalles de fluctua-
tions a partir de cette valeur, et ce, jusqu’a ps = 0,81. Puis les intervalles augmentent jusqu’a ps = 0,9, ou
ils deviennent adjoints. Ainsi, a partir d’une certaine population de cellules endothéliales, la prolifération
des cellules tumorales, qui était jusqu’alors limitée, s’intensifie. Ceci conduit la population de cellules
tumorales a proliférer au-dela de la capacité biotique initiale du site, sans entrainer de retro-controle
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négatif de la prolifération. En regard de cela, la population de cellules hotes, dont la prolifération est
indépendante des cellules endothéliales (dans le cadre de la néo-angiogenese tumorale), se développe
plus lentement et est limitée a la capacité biotique du site. La compétition entre les différentes popula-
tions étant plus séveres, les fluctuations de la population de cellules hotes sont alors plus importantes.
Nous avons ici deux comportements importants en adéquation avec ce qui était attendu du point de vue
biologique.
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Figure 6. Diagrammes de bifurcations du modele de cancer a quatre équations en fonction du taux de croissance
des cellules endothéliales pa.

4 Conclusion

L’étude du systéme a trois populations proprosé par De Pillis et Radunskaya nous a permis de com-
prendre les interactions entre les différentes populations et nous a conduit & une modélisation plus
complete de la croissance tumorale. En effet, nous avons pris en considération la néo-angiogenese tu-
morale qui constitue une étape clé dans la croissance spatiale des tumeurs. Ce nouveau modele met en
lumiere des comportements observés en clinique et simule une étape majeure de la croissance tumorale :
la bascule angiogénique. Une analyse plus compléte de la dynamique permettra une confrontation de ces
résultats avec les observations cliniques.
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