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Résumé. Un modèle relativement simple de croissance de tumeurs mettant en interaction — sur un unique site
tumoral — des cellules hôtes, des cellules immunitaires effectrices et des cellules tumorales [4] est ici étudié. Ce
modèle, dont la structure algébrique est fréquemment rencontrée sur d’autres modèles de cancer, repose sur la
compétition et les interactions entre ces différentes populations de cellules. Il peut expliquer plusieurs aspects
importants de la dynamique de croissance d’un cancer en fonction de celle des autres cellules du corps, telles que
les cellules du système immunitaire et les cellules du tissu environnant.

Abstract. A rather simple model for tumor growth describing the interactions — on a single tumor-site com-
partment — between host cells, effector immune cells and tumor cells is investigated. This model, whose algebraic
structure is frequently observed in various cancer models, is based on competiting populations of cells. It can
explain few relevant features of the dynamics underlying cancer evolution in terms of the other cell dynamics as
those of effector immune cells and the surrounding tissue.

1 Introduction

Les oncologues sont quotidiennement confrontés au fait que chaque patient présente un cancer spécifique.
Ils doivent pourtant prédire l’évolution de celui-ci sur la base d’une simple loi statistique basée sur le
devenir de populations de patients ayant une maladie plus ou moins comparable et sur le modèle ≪ linéaire-
quadratique ≫ (sic) [1], utilisé pour modéliser la courbe de survie des cellules cancéreuses après un trai-
tement par radiothérapie. Ce dernier modèle présente un défaut de fiabilité, principalement parce que la
dynamique liée aux interactions entre les cellules cancéreuses et les cellules environnantes (immunitaires,
endothéliales, stromales environnantes) n’est pas prise en compte. De manière à mieux prendre en compte
la dynamique intrinsèque de ce système à plusieurs populations cellulaires (saines et tumorales), de nom-
breux modèles mathématiques d’interactions cellulaires ont été proposés mathématiques des interactions
cellulaires ont été proposés (voir [2,3,4,5], par exemple).

Malgré les validations très imparfaites de ces modèles par confrontation à des données expérimentales,
ces modèles peuvent déjà permettre d’enrichir la compréhension de certains problèmes de cancérologie
[6] et de stimuler de nouvelles directions de recherches. Nous avons choisi d’étudier un modèle impliquant
des cellules hôtes, des cellules immunitaires effectrices et des cellules tumorales [4]. Ce modèle a été choisi
pour sa dynamique chaotique. Nous montrerons qu’une analyse dynamique approfondie nous permet de
dégager des tendances dans les interactions entre les cellules en compétition.

2 Le modèle et ses points singuliers

Le modèle repose sur des équations de Lotka-Volterra mettant en jeu une population x de cellules
hôtes, une population y de cellules immunitaires effectrices et une population z de cellules tumorales.
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Après normalisation des populations, le modèle s’écrit [4]





ẋ = ρ1x(1− x)− α13xz

ẏ =
ρ2yz

1 + z
− α23yz − δ2y

ż = z(1− z)− xz − α32yz .

(1)

Ce modèle définit en fait un modèle de populations en compétition sur une niche écologique donnée, plutôt
qu’un modèle proies-prédateurs. De ce fait, il n’y a pas à proprement parler de proies. Les différentes
populations sont donc plongées dans un milieu très agressif où aucune population ne contribue à la
croissance d’une autre. Il est à noter qu’il n’y a pas d’interactions directes entre cellules hôtes et cellules
immunitaires. De ce point de vue, les cellules tumorales peuvent être vues comme des compétiteurs
≪ généralistes ≫ tandis que les deux autres sont des compétiteurs ≪ spécialistes ≫, pour reprendre la
terminologie couramment utilisée en écologie.

La dynamique de ce modèle va être étudiée pour les valeurs des paramètres choisies comme suit :





ρ1 = 0.6 taux de croissance des cellules hôtes

α13 = 1.5 taux de mortalité des cellules tumorales dû aux cellues hôtes

ρ2 = 4.5 taux de croissance des cellules immunitaires effectrices

α23 = 0.2 taux d’inhibition des cellules immunitaires effectrices par les cellules tumorales

δ2 = 0.5 taux de mortalité des cellules immunitaires

α32 = 2.5 taux de ≪ destruction ≫ des cellules immunitaires par les cellules tumorales ,

(2)

lorsque ce n’est pas spécifié. Pour ces valeurs, le système produit un attracteur chaotique (Fig. 1) structuré
autour de cinq des septs points singuliers du système. En effet, deux d’entre eux sont inessentiels à la
dynamique, dans la mesure où ils correspondent à des populations négatives, ce qui n’a pas de sens
biologique. Les directions propres des cinq points singuliers restant gouvernent la structure de l’attracteur,
notamment sa configuration anguleuse au voisinage du point singulier S0 localisé à l’origine de l’espace
des phases R3(x, y, z) : ce point correspond à l’extinction des trois populations.
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Figure 1. Attracteur chaotique solution du modèle de cancer (1) représenté avec les points singuliers et certains
de leurs vecteurs propres. Paramètres comme indiqués Eq. (2).

Le point singulier S1 = (1, 0, 0) correspond à la survie des seules cellules hôtes : c’est un nœud margi-
nalement stable. Le point S2 = (0, 0, 1) correspond à la prolifération des cellules tumorales conduisant à
la disparition des deux autres populations, c’est-à-dire à la mort de l’individu : il s’agit d’un col. Le point
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S3 = (0, 0.347, 0.133) est associé à une situation où seules des cellules immunitaires co-existent avec des
cellules tumorales : c’est un col-foyer dont le voisinage n’est pas ≪ entouré ≫ par l’attracteur (Fig. 1).
Le point S4 = (0.669, 0.080, 0.133) correspond à la co-existence des trois populations de cellules : il s’agit
d’un col-foyer dont le voisinage est au cœur de l’attracteur. Ces deux points singuliers sont essentiels
à la structure de l’attracteur dans la mesure où la variété singulière de dimension 1 les connectant [7]
pilote la structure en ≪ entonnoir ≫ de l’attracteur, exactement comme cela se passe pour l’attracteur du
système de Rössler [8]. C’est de cette structuration autour de ces deux col-foyers que va provenir la grande
similitude entre la topologie de cet attracteur et celle de l’attracteur solution du système de Rössler.

3 Coefficients d’observabilité

Lorsqu’une simple série temporelle scalaire est ≪ mesurée ≫ sur un système dynamique ẋ = f(x)
où x ∈ R

m, il est connu depuis longtemps en théorie du contrôle qu’il n’est pas garanti que tout état
x ∈ R

m puisse être reconstruit (observé) dans l’espace R
m défini sur les coordonnées de reconstruction

X ∈ R
n (n ≥ m) qui correspondent typiquement à des coordonnées décalées ou dérivées [9]. De manière à

déterminer si le système est observable (dans ce cas, tout état x ∈ R
m peut être reconstruit dans Rn(X)),

nous introduisons la matrice d’observabilité

O(x) =

[
L0
f
(x)

dL1
f

ds
(x) . . .

dLn
f

ds
(x)

]T
(3)

où Lk
f
sont les dérivées de Lie. Le système est dit être complètement observable si OTO est de rang plein.

La matrice d’observabilité correspond à la matrice Jacobienne du changement de variables permettant de
passer de l’espace des états original Rm(x) à l’espace reconstruit Rn(X) lorsque les dérivées sont utilisées
[10]. La variété singulière d’observabilité associée aux états x ∈ R

m qui ne peuvent être reconstruits est
définie par la condition Det[OTO] = 0. Lorsque ce déterminant est différent de zéro pour tout x ∈ R

m(x),
le système est dit être observable et il existe un difféomorphisme entre l’espace des états original Rm(x)
et l’espace reconstruit Rn(X).

De manière à éviter une réponse binaire — oui ou non — nous avons introduit des coeffcients d’ob-
servabilité qui peuvent être estimés numériquement selon [11,10]

δ(x) =
| λmin[OT

s Os,x(t)] |
| λmax[OT

s Os,x(t)] |
, (4)

où λmax[OT
s Os,x(t)] indique la valeur maximum prise par la valeur propre de la matrice OT

s Os estimée
au point x(t) (et similairement pour λmin), et où (·)T indique la transposition de la matrice. Ainsi,
0 ≤ δ(x) ≤ 1, et la borne inférieure est atteinte lorsque le système est inobservable au point x. La valeur
moyenne du coefficient δ estimée le long d’une trajectoire visitant suffisamment l’attracteur est alors
utilisée.

Dans le cas du modèle de cancer (1), les coefficients d’observabilité obtenus sont

δx = 0.021 > δz = 0.015 > δy = 0.001 ,

indiquant que la variable x (les cellules hôtes) constitue la meilleure observable et la variable y (les
cellules immunitaires) la plus mauvaise. Selon les relations entre coefficients d’observabilité et qualité de
synchronisation [12] ou de contrôle [13], la dynamique sous-jacente au modèle de cancer sera observée
de manière plus fiable par l’intermédiaire des cellules hôtes (variable x) que par les autres cellules. Les
cellules tumorales fournissent encore une information relativement fiable, mais observer une évolution de
cancer par la population de cellules immunitaires ne conduirait pas à un suivi fidèle de la dynamique.
Du point de vue des thérapies, ces résultats suggèrent de contrôler la dynamique en agissant plutôt sur
la population de cellules hôtes. Agir sur les populations tumorales — en les détruisant par exemple —
est également efficace mais tenter une action sur les cellules immunitaire se révèle plutôt inefficace. Ce
dernier résultat est à rapprocher de l’efficacité relativement faible des vaccins contre le cancer [14].
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Dans le cas où nous serions capables de suivre simultanément deux populations parmi les trois im-
pliquées dans ce modèle, nous aurions trois possibilités : suivre x et y, y et z, et enfin x et z. Pour chaque
cas, il y a alors deux possibilités pour produire un espace reconstruit tridimensionnel, en utilisant la
dérivée soit de la première, soit de la seconde population. Utilisant la procédure d’analyse d’observabilité
multivariable dévelopée dans [15], nous obtenons

– R
3(x, ẋ, y) : δx2y = 0.29 ; – R

3(x, y, ẏ) : δy2x = 0.08 ;

– R
3(y, ẏ, z) : δy2z = 0.00 (inobservable) ; – R

3(y, z, ż) : δz2y = 0.01 ;

– R
3(x, ẋ, z) : δx2z = 0.00 (inobservable) ; – R

3(z, ż, x) : δz2x = 0.08.

Selon ces coefficients d’observabilité, observer les cellules tumorales avec une autre population dont la
dérivée est utilisée comme troisième variable ne fournit pas d’espace reconstruit fiable, c’est-à-dire où
tout état du modèle puisse être observé. Lorsque la dérivée de la population de cellules tumorales est
utilisée et que l’une des deux populations restantes est ajoutée, la situation n’est guère meilleure. La
seule configuration relativement bonne est d’utiliser la population de cellules hôtes couplée avec les
cellules immunitaires : ceci pourrait indiquer qu’une thérapie agissant sur le couplage cellules hôtes-
cellules immunitaires pourrait se révéler être une stratégie efficace.

4 Analyse topologique de la dynamique

Nous choisissons de commencer notre analyse par l’étude des bifurcations lorsque le taux de croissance
ρ1 des cellules hôtes est varié. Le diagramme de bifurcations ainsi obtenu (Fig. 2a) commence par un
cycle limite de période 1. Il est suivi par une cascade de doublements de période. L’attracteur chaotique
alors observé au-delà du point d’accumulation doit par conséquent être caractérisé par une application
unimodale lisse. Plusieurs fenêtres périodiques peuvent ensuite être observées. L’intervalle des fluctuations
de la population de cellules hôtes (Fig. 2a) et des cellules tumorales (Fig. 2b) augmente avec le taux
de croissance ρ1, et ce jusqu’à ρ1 ≈ 0.54 : entre le cycle limite de période 1 et l’attracteur de plus grande
taille, de nombreuses orbites périodiques ont été créées. Au-delà de cette valeur, l’élagage des orbites
périodiques devient prépondérant sur la création de nouvelles orbites, et les intervalles de fluctuations
des populations se réduisent. Ceci est une signature de l’anti-monotonicité [16] qui requiert la présence
d’au moins trois branches sur l’application de premier retour.
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Figure 2. Diagramme de bifurcations du modèle de cancer (1) en fonction du taux de croissance des cellules
hôtes. Les autres paramètres sont définis Eq. (2).

Ceci implique que si le taux de croissance des cellules hôtes est suffisamment augmenté, ces cellules
deviennent suffisamment ≪ fortes≫ pour résister aux cellules cancéreuses et proliférer plus rapidement que
ces dernières. Une stratégie possible serait alors de stimuler la croissance des cellules hôtes. Associé à la
bonne observabilité fournie par la population de cellules hôtes, agir sur les cellules hôtes plutôt que sur les
cellules tumorales pourrait constituer une statégie intéressante comme cela est parfois observé [17,18,19].
Il faut toutefois que ce dopage soit suffisant car une augmentation trop faible du taux de croissance
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déstabilise la dynamique des populations et conduit à de larges fluctuations des cellules tumorales avec,
notamment, de fort pics. Selon ce modèle, la présence des cellules tumorales déstabilise les interactions
entre populations et conduit à de grandes fluctuations de l’ensemble des populations : précisons que les
maxima de la population de cellules tumorales correspondent grossièrement à des minima de la population
de cellules hôtes, et vice versa. Il est très probable que ces fortes fluctuations puissent prendre un caractère
délétère et entrâıner le patient vers une évolution irréversible de son cancer.

Un second diagramme de bifurcations (non représenté ici) a été calculé en fonction du taux de mortalité
des cellules tumorales induite par les cellules immunitaires. Aucune bifurcation particulière n’a été ob-
servée sur de grandes plages de variation du coefficient α32. Nous avons vérifier que ce paramètres n’avait
aucune influence sur la dynamique : toutefois, il doit être différent de zéro, sous peine de déstabiliser
complètement la dynamique et d’éjecter la trajectoire à l’infini. L’intérêt thérapeutique de ce paramètre
se révèle donc être très limité, comme le confirme les protocoles négatifs menés en immunothérapie [20,21].

Nous choisissons maintenant de réaliser l’analyse topologique de l’attracteur correspondant à l’appli-
cation de premier retour unimodale la plus développée. Ceci survient pour une valeur de ρ1 légèrement
inférieure à celle pour laquelle l’intervalle des fluctuations est maximum, c’est-à-dire pour ρ1 = 0.518.
L’attracteur est représenté dans une projection x-ẋ ainsi choisie car simplifiant l’analyse. L’attracteur se
présente comme un ruban simplement étiré et replié (Fig. 3a) comme l’est l’attracteur de Rössler [8].
L’analyse topologique complète confirme que cet attracteur est bien caractérisé par un gabarit identique
à celui obtenu pour l’attracteur de Rössler [8].
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Figure 3. Comportement chaotique solution du modèle de cancer (1) caractérisé par une application unimodale
lisse. Valeurs des paramètres : ρ1 = 0.518, sinon comme donné Eq. (2).

5 Conclusion

Par une analyse topologique, nous avons montré que ce modèle de cancer peut produire un attracteur
chaotique topologiquement équivalent à l’attracteur ≪ spirale ≫ solution du système de Rössler [8]. Le
diagramme de bifurcations en fonction du taux de croissance des cellules hôtes révèle d’une part, qu’il
existe une plage de valeurs favorisant le développement des cellules tumorales, ce qui s’accompagne de
larges fluctuations des trois populations — tout se passe alors comme si le développement des cellules
tumorales déstabilisait l’écosystème — et, d’autre part, que de forts taux de croissance étaient favorables
à la réduction de la population de cellules tumorales. Par ailleurs, modifier le taux de prédation des
cellules tumorales par les cellules immunitaires n’affecte pas la dynamique du modèle : ce paramètre est
donc d’un intérêt thérapeutique très limité.

Enfin, une analyse de l’observabilité révèle que la meilleure variable pour l’étude de ce modèle de
cancer est celle correspondant à la population de cellules hôtes et non, comme cela est largement pra-
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tiqué, la population de cellules tumorales. Puisque l’observabilité est liée de manière très ténue à la
≪ contrôlabilité ≫ [12], ceci indique également qu’il pourrait être intéressant de ≪ contrôler ≫ les cancers
par des actions sur les populations de cellules hôtes plutôt qu’uniquement sur les populations de cellules
tumorales.
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