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Résumé. Les conditions géométriques, introduites par Krener et Isidori [2], pour la mise sous forme normale
d’observabilité de Brunovsky [7] d’un systéme non linéaire, sont souvent trop restrictives. En théorie du contrdle,
I’observabilité est la propriété structurelle de pouvoir retrouver toutes les variables d’état d’'une dynamique a partir
d’un ensembles de variables mesurées. Pour les systémes linéairement observables avec un mode inobservable, dans
[6], nous nous sommes basés sur 'approche de Papproximation quadratique de Poincaré [1] pour mettre au point
une forme normale modulo l'injection de termes quadratiques entrées-sorties. Cette forme permet de concevoir
des observateurs non-linéaires simples (souvent appelés, dans l'industrie, capteurs logiciels). Ceci est due aux
faits que les propriétés d’observabilité sont clairement exprimées sous cette forme et que la structure choisie pour
représenter chaque classe d’équivalence est dédiée a la syntheése d’observateurs. Gréace a ceci, nous avons donné
plusieurs applications en cryptographie [5]. Dans cette communication, comme un complément de notre précédente
approche, nous revenons au concept de base géométrique pour les systémes mono sortie linéairement observables,
afin de mettre en évidence les propriétés structurelles géométriques par rapport a la sortie. Nous mettons en
évidence une caractérisation géométrique des systémes non linéaires dont la partie quadratique s’annule grace un
changement de coordonnées. Nous proposons la méme analyse, que celle de Kang et Krener [3] et celle de Boutat
et Barbot [4] pour les systémes commandables.

Abstract. This paper deals with observability quadratic normal forms for linearly observable systems. Particu-
larly, we will give necessary and sufficient geometrical conditions which guarantee the existence of a quadratic
transformation that cancels all quadratique terms, modulo those are functions of the output. In the end of this
paper, we give an example to highlight our purpose.

1 Introduction

L’une des formes normales d’observabilité la plus connue s’écrit comme suit [2]

0 o 0
' 10 .o .. 0
{zzAz—i-ﬁ(y) avec A= |01 0 ... (1)
Y= 7n 00 .0

0..010

olt z = (21,...,2n)7 est état du systeme et y est la sortie (I’état mesuré). L’intérét essentiel de cette
forme est qu’elle supporte un observateur de type Luenberger a savoir :

Z=AZ+By)+ K@y —7) (2)

de sorte que lerreur d’observation ¢ = z — Z entre I’état réel z du systeme et son état estimé 2z est régie
par une dynamique linéaire :
é=(A+KCQ)e (3)

ou le gain K est choisi afin de faire converger 1’état estimé vers 1’état réel.

© Non Linéaire Publications, Avenue de I’Université, BP 12, 76801 Saint-Etienne du Rouvray cedex



56 Boutat, Boutat-Baddas & Barbot

En général, la mise sous forme normale d’un systéme non linéaire & l'aide d’un changement de co-
ordonnées est soumise a des conditions géométriques tres restrictives. C’est pour cela que la recherche
d’une forme quadratique observable est utile pour ’analyse de 1’observabilité. Dans cet article, nous allons
donner une caractérisation géométrique de la nullité des termes quadratiques d’un systéme non linéaire
modulo des termes qui ne dépendent que de la sortie. Ce document est organisé comme suit : la section
2 est dédiée aux notations, définitions et a la présentation du probleme a résoudre. La section 3 est
dédiée a la linéarisation quadrtique modulo une injection des grandeurs mesurées. La section 4 présente
brievement un exemple académique.

2 Notations et définitions

On considére dans un voisinage U de 0 dans R™ le systéme non linéaire suivant :
&= f(x)
4
i @

ou f:UCR" - R"et h:U CR" — R sont supposés analytiques avec f(0) = 0 et h(0) = 0. On
suppose que ce systeme est observable, c¢’est-a-dire que la codistribution span {dh, dLyh, ..., dL?ilh} est

de rang n en 0. Dans ce cas, le systeme (4) peut s’écrire comme suit [7]

£ = A¢+ fE(E) + OBl(¢)
_ (5)
y==&n
ou
0o @ 2
10 .. . as 2
A= 01 0 ... ... et f[Q](f) _ :
00 .0 :
0.0 1an 2 g)

pour 1 <7 < n, avec fi[Z] (€) un polynéme homogene de degré 2 en &.
Définition 1.

1. Le terme f12(¢) s’appelle la partie quadratique du systeme (5).

2. Une transformation quadratique de Poincaré est un changement de coordonnées de la forme suivante :

z =&+ plE(g)

w(e) = (u(©). @), . viPie)
pour 1 <1 < n, avec w?] (&) un polynoéme homogene de degré 2 en &.
Soit £ = R" [yQ] lespace vectoriel dont les éléments sont (by, ..., bn)T y? avec (by, ..., bn)T e R™.
Définition 2. On dit que le systeme (5) est quadraticalement équivalent & un autre systéme de la forme
= Az + g3(2) + 0Bl(2)

s’il existe une transformation quadratique de Poincaré qui transforme f[? (&) en g2 (2).
si gl (2) est définie modulo E, on dit que I’équivalence est définie modulo une injection de sortie.
Si g!¥(2) = 0, on dit que (5) est quadratiquement linéarisable.
Si gl¥(2) € E, alors on dit (5) est quadratiquement linérisable modulo une injection de sortie.
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La méthode algébrique de caractérisation des équivalences quadratiques modulo une injection de sortie
est donnée dans [3,4,6,5,8,9] en utilisant les équations homologiques de Poincaré :

(2]
APl (z) - 61”3—”14 = fP(z) - gP(2) modulo E (6)

Dans ce document, on propose une méthode géométrique pour déterminer la transformation de Poincaré
qui élimine la partie quadratique sous des conditions liées au systéme non linéaire.

3 Linéarisation quadratique

Dans cette section, on présente les outils de la linéarisation exacte modulo I'injection de sortie due
a [2], puis on donnera le résultat correspondant pour la linéarisation quadratique modulo 'injection de
sortie. On pose

T
- (dh,deh,....,dL;—lh) = (01,62, ..., 0,,) .
Les 1-formes 6 s’appellent les 1—formes d’observabilité. Elles constituent une base du fibré cotangent
T*U de U.
Soit Y7 le champ de vecteur défini par :
0; Y1) =0pouwr 1<i<n-1
0, (Y1) =1.

et par induction soit
Y, = (—1)kadlffl (Y1) pour 2 <k < mn,

ol ad?ch =Y et adl;_1 (Y1) = [Yi—1, f] le crochet de Lie de Y;_; et f.
Il est clair que {Y7,....,Y,,} est une base du fibré tangent TU de U. On a :

00 ..0 1
0 ¢ . 1lym
0(Y1,...Y,) = | : 1 : =4
1o
Llno o .. Lnn

ot l; ; = 0; (Y;) pourl <i,j <n.En posant w = A710 := (w1, wo, ...,wn)T pour 1 < s < n, nous donnons
les composantes de w par l'algorithme suivant :
Wyp = 91 (7)

n

Wn—pr = (Or41 — Z Lpy1w;) for 1 <r <n-—1.

i=n—r+1
Le théoréme suivant est di a [2].

Théoreme 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le systéme (4) est linéarisable modulo linjection de sortie
i) [Y;,Y;] =0 pour 1 <i,j <n,
iii) dw = 0.
Dans ce cas, le difféomorphisme est donné par ¢(x) = z avec

Zi :(bz(.’lf) :/wi—i—@(O) pour 1 <1< n
il

oty est un chemin reliant 0 a x dans un voisinage Vo C U de 0.
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Le résultat qui suit est le correspondant de la linéarisation quadratique modulo l'injection de sortie.
En particulier, la condition de commutativité dans le théoreme 1 est remplacée par la commutativité
d’ordre 1.

Théoreme 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) le systéme (5) est quadraticalement linéarisable modulo une injection de sortie,
i) Vi, Y;] = OY(&) pour tout 1 <i,j <n,
iii) [Yi, Yiz1] = OY(€) pour tout 1 <i<n—1,
iv) dw = O*(€)
v) w= B+ 0?%) avec dB =0
Dans ce cas, la transformation quadratique de Poincaré

2=+ 0P8 = p(9)

est telle qu’on a B = dp. La partie  supprime les termes d’ordre 2 modulo la sortie. Dans ces nouvelles
coordonnées, le systéme (5) a la forme suivante :
2 = a1z, + b122 + OBl(2)
Zj =2zj-1t+ajzn + bjz% + 0[3] (Z) (8)
pour tout 2 < j < n

Démonstration. Les 1-formes d’observabilité du systeéme (8) sont :

a1 = dzpet
j—2

o = dzn_j+1+2k§dzn_s+02:: d,uj—&—O[Q]
s=0

ot kJ € R pour tout 2 < j <met0<s<j—2. On suppose que le systétme (5) est quadraticalement
linéarisable modulo une injection de sortie & 1’aide d’une transformation quadratique de Poincaré p(§) = z.
Alors, pour tout 1 < i < n, les 1-formes d’observabilité du systéme (8) sont les pull-back des 1-formes
d’observabilité #; du systeme (5) i.e. ¢*(6;) = «;. or, pour le systéme (8), on a ¢*(6;) = du; + O? et
par l'algorithme de I’équation (7), on a aussi ¢*(w;) = dv; + O?. Ce qui donne, en appliquant (<,0*)_1 ,
w; = d (v;op) + O?. Ce qui montre (i) <= (iv) <= (v).

Maintenant on a (i) <= (i4i). En effet, en utilisant 'identité de Jacobi sur les crochets de Lie on a

Y, Yigo] = — [/, [¥3,Yiqa]] pour 1 <i<n—2

Comme f = O(&), alors [Y;, Yiy1] = OY(€) est équivalent a [V, Yiio] = O1(€). Le résultat s’obtient par
récurrence pour ¢ < j par le fait que

Vi, Yl = = [f, Y, Yj—1l] = [Yj-1, Yita] .

Maintenant (ii) <= (v). Comme {Y7,Ys,...,Y,} est une base, alors dw = O'(£) est équivalent a
dw(Y;,Y;) = O'(€) pour tout 1 < 4,5 < n. On rappelle :

dw(X,Y) = Lx (w(Y)) = Ly (w(X)) = w ([X, Y]). )
Maintenant pour tout 1 < i < n la fonction w(Y;) est constante et on obtient & partir de (9) :
dw(Y;, Y5) = —w ([¥;,j]) = OM(g). (10)

Puisque les composantes (w;);«;<,, de w forment une base du fibré cotangent T*U de U, alors (10) est

équivalente & [V;,Y;] = Ol(¢).
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Maintenant, on va montrer que la transformation quadratique ¢ est donnée par dy = 3 et que cela
élimine tous les termes d’ordre 2 modulo E.

() =~ 1. i] = = (V1) = =5 (Vi)
J

comme 3 = w + OP(€) et w(Y;) = 52— pour 1 < j < n — 1, alors

9zj41
G 0) = o+ 0P(2),
Ainsi on a :
Z1 = a1zn + blz,% + 0[3](,2)
2=z 1+ ajz, + 022 + OPl(2) pour 2 < j <n
parce que :

) "9
—_— = — = [1]
9. @«(f) @« [f, Ya] i§=1a1 77 + oM,

Remarque 1. Si a; = 0 pour tout 1 < j < n alors le systeme est quadratiquement linéarisable si et
seulement si
[V;,Yiy1] = O*(€) pour tout 1 <i < n,

ol Yn+1 = [Ynmﬂ .

Remarque 2. Dans le théoreme 2 (i) < (iv) < (v) est vérifiée & n’importe quel ordre r > 2.

4 Exemple

On considere le systéeme dynamique suivant :

.1:1 = 333.733

.fg =T — 21‘2£E3 (11)
T3 = T2

Yy=2x3

Les 1-formes d’observabilité sont
91 == d$3, 92 = dwg et 93 = dSL’l — 2$3d$€2 — 2$2d$3.

11 est facile de voir que

0 0
Y; —, Yo =—et
! 81’1) 2 8952 ¢
0 0]
Ys=— -2 2
3 6],‘3 x38$2 * $3$26 1

Un simple calcul donne :

)
[V1,Y2] = [V1,Y3] =0 et [n,yg,]zzxga—mzol(x).
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Donc il existe une transformation de Poincaré qui linéairise ce systeme. Maintenant, on va calculer la
transformée de Poincaré. Pour cela, on calcule A :

0 O 1
A:9(Y1,E7Y3): 0 1 —23;‘3
1 —2x3 4:v§ + 2x3T9 — 229

—2x9x3 + 210 223 1

On va calculer les composantes de w = A" '@ et ona: A7 = 2x3 10

1 00

D’ou

01 = dx3, 02 = dxa,
93 = dl’l — 21‘3d1‘2 — 2.’L‘Qd{l73.

Wi = dxl — 2I2l‘3 (dxg)
we = 2x3dx3 + dxo

W3 = dl’g.
Ona:
dwl = Ol
d(.UQ =0
dCU3 =0.

D’ou la transformation de Poincaré :

21 = X1, z2:m2+m§ et z3 = x3

5 Conclusion

Par cette modeste note, nous voulons participer a ’hommage de Henri Poincaré et démontrer que ses

travaux sont aussi d’une tres grande actualité et pertinence en théorie du controle.
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