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Résumé. On développe et on explique la convergence a deux échelles dans le formalisme covariant, c’est-a-dire
en utilisant les formes différentielles sur des variétés riemanniennes. Pour cela, on va considérer deux variétés
riemanniennes notées M qui contiendra les variables positions, et Y qui contiendra les oscillations. On établira
alors des résultats de convergence en travaillant sur les géodésiques et on appliquera nos résultats sur des exemples.

Abstract. We develop and we explain the two-scale convergence in the covariant formalism, i.e. using differential
forms on a Riemannian manifold. For that purpose, we consider two manifolds M and Y, first will contain the
positions and the other one the oscillations and we establish some convergence results working on the geodesic on
the manifold Y. Then we transpose these work on an example describe in article [2] and we also establish some
results on some examples.

1 Introduction

La convergence & deux échelles initiée par Nguetseng [6] et reprise par Allaire [5] permet d’établir des
résultats de convergence pour une suite de fonctions (u)eso définie dans un ouvert W de R™ et présentant
des oscillations de période € vers une fonction U(x,y) définie sur W x R™ et périodique en y. Le principe
est le suivant : on fixe la période et on a u® qui est solution d’une équation de la forme Lu® = f, sur
Pouvert W avec L€ est un opérateur différentiel présentant des oscillations de période € et f un terme
source indépendant de e (on peut ajouter également des conditions au bords appropriées). On dira alors
que la suite de fonction (u)es¢ dans L (W) pour r €]1, +00] converge & deux échelles vers une fonction
U dans l'espace L™ (W, L", (Y)) si pour toute fonction ¢ € C2(W,C%,,.(Y)) on a

per p

lim [ uw(x)y(x, %)dx = /y /W Ux,y)Y(x,y)dxdy .

=0 Sy
U est alors appelé la limite & deux échelles de u® dans L"(W, L7 _.(Y)). Nguetseng [6] et Allaire [5] ont

er
établi un critere de convergence a deux échelles qui sera tres u‘gle pour établir un systeme d’équations
différentielles vérifié par la limite deux échelles. Frénod, Sonnendriicker [4], Han-Kwan [12] et bien d’autres
ont utilisé ces outils dans le cadre de I’équation de Vlasov-Poisson.
Comme les équations de la Physique peuvent s’écrire en utilisant les formes différentielles, on propose ici
de développer la convergence & deux échelles dans le cadre de la géométrie différentielle [1,2]. Ceci permet
de travailler dans un cadre plus adapté pour les équations (sur des les variétés différentielles). Pour ce
faire on devra utiliser ’analyse fonctionnelle dans le cadre du formalisme covariant, théorie développée
par Scott [3] et appelée L"-cohomologie. On verra que cette convergence géométrique & deux échelles
résulte du théoreme de Birkhoff et permet de faire de I'analyse asymptotique en utilisant des objets
géométriques. Cette étude a été commencée récemment par Pak [2]. On expliquera cette nouvelle théorie
ainsi que les notions de convergence forte et faible dans ce formalisme.
Il est alors intéressant d’appliquer cette théorie sur ’équation de Vlasov. En adimensionnant celle-ci, on
arrive & mettre en évidence le rayon de Larmor fini [4] et on fait donc apparaitre dans cette équation les
oscillations de période €. On peut ainsi I’écrire sous la forme Lu® = 0. On utilisera alors la convergence
géométrique a deux échelles sur I’équation de Vlasov et on établira une équation différentielle vérifiée par
la limite deux échelles.
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2 La convergence géométrique a deux échelles

Les formes différentielles ne sont pas obligatoirement des objets réguliers. On va donc tout d’abord
rappeler quelques notions utiles a 'analyse fonctionnelle et les adapter pour les formes différentielles. Ceci
nous permettra de définir une analyse fonctionnelle utilisant des éléments géométriques tels que les formes
différentielles. Cette théorie est la L"-cohomologie. On note une k-forme différentielle sur M, w* : M —
AF(T*M) et Vensemble des k-formes différentielles sur M, £2%(M). Au dessus d’une carte locale de M on
a(x1, - ,x,) le systéme de coordonnées local de p un point de M, toute k-forme différentielle sur M peut
k (x)d i, - - - dx;, . On notera également par L™ (M, /\k) lespace des k-formes

i1, i
différentielles r-intégrables. Il est défini par : L™(M, \¥) = {« € 2%(M) mesurable tel que lallrarpmy <

Lr(MAR) = (f3s lelbvol,) ™, pour 1 < r < oo et el p o ar, A%y =

ST
s’écrire wy = Z“ QW

+oo}, pour 1 < r < 400, avec ||«

sup ess|a,, ot aff == (x(af A xak))? = (Z“ iy, (g iy (x))2) *. On associe un produit scalaire a la
pGM [ ’
norme [al| 2y A%y de la fagon suivante < a, B >r2r aky:= [ @ AxB, avec o, f € 2% (M) mesurables.
Onal | et <-,-> qui sont bien définis car ils ne dépendent pas des cartes sur M.

Soient maintenant M et Y des variétés riemanniennes de dimension n, on définit des formes différentielles
qui sont des k-formes sur M et [-formes sur Y :

whl s M xY — NN (T*M) x N(T*Y)

(p.q) — (P g, ()

L7 (M, N* L (Y, \)) représente ensemble des k-formes différentielles L™ sur M et I-formes différentielles
L* sur Y avec r € [1,00]. Par exemple une forme différentielle : o*! € L"(M, A" L*(Y, \')) a pour valeur

oaz;lq) = D i iy, Qin oo i i (x,y)dz A - Adz®™ Ady* A--- Ady’', en tout p € M et ¢ € Y
D

avec x et y respectivement coordonnées locales de g et p. Soient pg € M, go € Y et un isomorphisme

j tel que T,, M L T,Y . Le théoreme de Hopf-Rinow nous dit que pour tout point ¢ € Y, il existe
Upy € Vo C Ty M (ol Vj est le plus grand ouvert contenant 0 dans T, M) tel que, pour € petit, g s’écrit
q = exp,, (% J (vpo))7 ou exp,, représente I'application exponentielle de Vo dans M [13]. Dans la suite, on
notera p° = exp,,, (%](’U)) avec v € Tp, M.

La convergence géométrique & deux échelles résulte de 'application du théoréme de Birkhoff (1931),
du théoréme de Hopf (1939) et du théoreme de Mautner (1957). Le théoreme de Birkhoff [8] dit que pour

(£2, 1) un espace probabilisé et ! un flot ergodique on a alors, pour f € L" (2, i),

1 /7 ‘ T
7] feha s [ .

Pour faire de la convergence géométrique a deux échelles, on observe alors qu’on a besoin que le flot
géodésique soit ergodique sur Y. Les théorémes de Hopf [10] et de Mautner [9] nous donnent des condi-
tions sur M pour que Pon ait 'ergodicité du flot. Le théoreme de Hopf [10] stipule que dans une variété
riemannienne compacte de volume fini a courbure négative, les flots géodésiques sont ergodiques. Et
Mautner a montré que dans une variété riemannienne symétrique, les flots géodésiques sont également er-
godiques. Voici quelques exemples de variétés riemanniennes symétriques : les tores, les espaces projectifs,
les espaces hyperboliques, les espaces d’Heisenberg, Si(n,R)/SO(n,R), Pespace symétrique quaternion-
Kéhler (qui est compacte si la courbure de Ricci est positive).

De plus, si les variétés vérifient ces conditions, alors elles sont géodésiquement completes, et donc on a en-
core le fait que tout point ¢ appartenant a ces variétés peut s’écrire sous la forme g = p® = exp,, (% J (vpo)).
Afin d’avoir les conditions optimales pour pouvoir utiliser le théoreme de Birkhoff, dans la suite on sup-
pose que M et Y sont des variétés riemanniennes de dimension n, que M est complet avec bords et que
Y est compacte et vérifie la condition de Mautner ou de Hopf. On va maintenant pouvoir expliquer la
convergence géométrique a deux échelles dans le formalisme covariant en commencgant par la définition
suivante :
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Définition 1 Soit (a%)esq une suite de k-formes différentielles dans L"(M, \*), on dit qu’elle converge
vers la limite o deux échelles o € L™ (M, N"L"™(Y')) si pour toute k-forme différentielle o € C2(M, NF20(Y)),
on a

< OéE, ¢(p,p6) >LT(M,/\k)_>< ()407 w >LT(M,/\’“ L™(Y)) >

ou o est appelé limite deux échelles af in L™ (M, /\k L"(Y)). On dira que o converge fortement d deux

échelles vers a si lim_q ||a€ — a?p )

LT(M’/\’C) - O
On peut alors avoir la proposition suivante [1,2] :

Proposition 1 On suppose que M et Y sont des variétés riemanniennes de dimension n, que M est
complet gvec bords et que Y est compacte et vérifie la condition de Mautner ou de Hopf. Soit ¢ €
L2(M, \" C?(Y)), on a lim._ 1% (p.pe)

2 pk) = 102 A% L2 (vy)-
Gréce a cette proposition, Pak formula le théoréme de la convergence a deux échelles avec un parametre.

Théoreme 2 On suppose que M et Y sont des variétés riemanniennes de dimension n, que M est
complet avec bords et que Y est compacte et vérifie la condition de Mautner ou de Hopf. Soit (a) une
suite bornée dans L2(]0,+00), L2(M, \°)), il eziste une sous suite (o) de (af) et une forme o €

L2(]0, +00), L2(M, \° L2(Y))) tel que pour tout ¢ € L%([0, +o00), C2(M, \° 26(Y))),

oo o0

6ljlgo ; < a% (t), w(p,pé)(t) >L2(M,/\6) dt = /0 < Oéo (t), ¢(t) >L2(M7/\6 L2(Y)) dt.
Dans la suite, on ne pourra pas appliquer directement ce théoreme car on veut effectuer la convergence a
deux échelles en temps (et non en espace) comme l'ont fait Frénod et Sonnendriicker pour les équations de
Vlasov-Poisson [7,4]. Pour ce faire, on adapte ce théoréme & notre probléme. Par hypothese, la variété Y
doit étre une variété symétrique compacte de méme dimension que la variété temporelle i.e. de dimension
1. Autrement dit, Y correspond au cercle S (& difféomorphisme pres). On obtient alors le théoreme
suivant :

Théoréme 3 Soit (o) une suite bornée dans L2([0, T)L2(M, \%), ot T peut étre égale d +oc. Il existe
une sous suite (o) de (af) et a®eL2([0,T)x SLLA(M,\Y), telle que, pour toute forme différentielle
Ye L2([0,T)x SLC2(M,\Y) on ait

T T
lim < (t),w(t,te) >L2(]\/I,/\6) dt = / / < ao(t,s),w(t,s) >L2(M,/\6) ds dt,
0 St

6]‘*)0 0

J
avec 1€ = exp, (%j(v)) pour v € T;[0,T'), et j un isomorphisme tel qu’il existe qo tel que T;[0,T) = Tg, Y.

On peut remarquer, qu’on aurait pu énoncer ces théorémes en utilisant les espaces L>([0,T),L?(M, /\6))
et L1([0,T), L2(M, \%)).

De la méme manieére que pour la convergence a deux échelles au sens clasique, on a une proposition
qui nous renseigne sur la convergence géométrique a deux échelles de la dérivée d’une suite qui peut étre
également adaptée pour la convergence a deux échelles en temps.

Proposition 4 On suppose que les suites a¢ € L?(M, /\k) et dat € L*(M, /\k+1) sont bornées. Alors, il
existe une sous suite o de af telle que o converge o deux échelles vers o dans L2(M, \* L2(Y)) et
daSi converge a deu échelles vers da® + dy o dans L2(M, N*T L2(Y)) pour o® dans L2(M,\"H*4(Y))
et ot € L2(M, \"™ H-4(Y)). De plus, o® € ker(dy).
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3 Homogénéisation de I’équation de Vlasov

3.1 Avec un champ magnétique fort

Pour appliquer la convergence a deux échelles sur 1’équation de Vlasov, on s’inspire des articles
[7,4]. Soit M Vespace de dimension 3, on se place dans I’espace des phases découplé du temps : P =
T*M = {(z,v)|z € M,v € TfM}. Dans cet espace, ’équation de Vlasov & homogénéiser est %G’:(t) +
L. 5<(t) = 0, avec 7¢ le champ de vecteurs égale a va% + (z% lE€ tioi,o (?B°+ %)) %, ol
M est une 2-forme différentielle constante, f¢(t) une forme volume sur P, plus précisément %€ €
L2([0,T), L%(P, \°)) et i représente le produit intérieur [13]. On suppose que 1) $<(0) est bornée dans
L2(P,\%), 2°) que 'E€ € L2([0,T), L2(M, \")) converge fortement vers 'E dans L2([0,T), L2(M, \")),
et 3°) 2B € L2([0,T), L2(M, \?)) vers 2B dans L2([0,T), L2(M, \*)). Avec ceci, on peut alors mon-
trer que la norme de %€ est conservée au cours du temps, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ >
0 telle que | 6‘f6HL2([07T)l’L2(P7/\5)) < c. Pour ce faire, il suffit de multiplier I’équation de Vlasov par
%6 et de lintégrer sur l'espace P. Apres calculs, on obtient alors que la dérivée temporelle de la
norme de ¢ dans L2([0,T), L?(P, /\6)) est égale & 0. Ce résultat permet d’appliquer le théoreme 3
page 27. On a alors I'existence d’une sous suite de %¢, encore notée ¢ et d’une 6-forme différentielle
6F e L2([0,T) x S*, L2(P, \%)) telle que pour tout S¢ € L2([0,T) x S*,C2(P, \°)), on ait

hm < (?f w >L2 ([0,T),L2( P/\ dt =< 6F,6¢ >L2([O,T)><SI,L2(P,/\6)) .

Calculons alors le produit scalaire entre 'équation de Vlasov et 648 = %4y (¢, t¢) sur 'espace [0,T) x P
(€ est expliqué page 27) et apres quelques calculs, on obtient

. 66¢6 186,¢6
<, 9s + Lo > oo,y 2 pp)= — < F0),%(0) >pap ps) - (1)

Pour pouvoir passer a la limite, on multiplie cette équation par €, ce qui nous donne

) 09 > 2 0.1y s, 2P A= 0;

avec OF € L2([0,T) x S*, L2(P, \%)). De plus, d’apres les articles de N’Guetseng [6] et Allaire [5], on a
Js1 OF,(t, s)ds = O f,(t), autrement dit, on a

B Ty pa)e O e (£2(0.7) 1. L2(P.\) (2)

Ceci signifie que ®F est constante le long des caractéristiques. Les caractéristiques ont un mouvement
hélicoidale autour du vecteur magnétique M. On va définir alors une transformation ¢ qui laisse invariant
la projection de la vitesse v sur M et effectue une rotation d’angle s pour la projection sur le plan
U1
orthogonal & M : p(v,s) = [ vacos(s) —wvzsin(s) | . On peut voir alors qu’en prenant en compte la
vg sin(s) + vs cos(s)
condition de périodicité, Frénod et Sonnendriicker [11] ont montré le lemme suivant

Lemme 1. On a °F € L2([0,T) x S',L2(P,\%)) qui satisfait a;—f + E( 6F = 0 dans

zaii %M> %
!

(LQ([O,T) x S1L2(P, /\6))> , si et seulement si il existe G € L2([0,T), L2(P, \°)) tel que 6F,(t,s) =

(0*5G),(t, 5).
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On montre que pour °F € L2([0,T) x S*, L2(P,\%)) et G e L%([0,T), L2(P, \®)) vérifiant le lemme
précédent, I'équation vérifiée par 5G est

285G

“Zir
ot 'u“%"t‘(iai 1E\\+i%iui 2BH

PES

, ‘G =0, (3)
)&

avec 5G(0) = UZ{((SE) GJ;;) et u) = urel la projection dans la direction du champ magnétique M. La

solution de cette équation est unique. On a alors pour 5 € L?([0,T) x S*, L*(P, /\ )) lexistence de 5¢ €

L2([0,T), L2(P, \°)) vérifiant ¢, (t,s) = (£*%¢),(t, s) et tel que I'on a % + L( M) by = 0.
P91 9
T v
Pour une 6-forme test 5¢¢, en utilisant la formule (1) de la page 28, on passe a la limite deux échelles et

comme 'E€ et 2B€ converge fortement, on en déduit
)
<SF, atw + L% > 20,7y 81,22 A0 = — < CF(0),%4(0,0,+7) >p20p A6y

avec T=v ai (z o 'E+i 21, 2B> . On utilise alors le lemme 1 et puisque L£,¢0*(°¢) = p* (L (,0)-1+ @)

et que %(tqﬁ) = (6 d’) alors on peut simplifier cette égalité et on a :
6 0°0 6 6 6
G, e + Lip-1(r) @ >r2(0m)xst,22p A= — < G(0),70(0,0,, ) >12(p A0y,
U
avec (¢*)~H(7) = 118% + (.ai 'E+is 2050 2B) %, ou U = ug cos(s) + ug sin(s) et la dérivée
o —ug sin(s) + ug cos(s)
i
du
partielle 3% = cos(s) + Sln( ) o . De plus, comme °G et %¢ ne dépendent pas de s, on peut

—sin(s) o7 + cos(s

ou
) 5

intégrer sur S' et on obtient < G, 2 o +£ ¢ > 12([0,1),L2(PA5)) = -5 < 5G(0),%(0,0,-,) >12(PA6)s

avec T = uy - 6@ + ((z o 'E) +i 2052 (B dy A dz)) 2. On en conclut, & I’aide de 'unicité de la solution

de I’équation (3), que la suite 6fE converge a deux échelles vers ® F' et comme on a I'égalité [, OF,(t,s)ds =
6f,(t), °F converge faiblement & deux échelles vers °f. On a alors obtenu une formulation faible de (3)
et on a démontré le théoreme suivant :

Théoréme 5 On suppose que 1°) <(0) est bornée dans L2(P, \°), 2°) que 'E¢ € L2([0,T), L2 (M, \"))
converge fortement vers 'E dans L2([0,T), L2(M, \")), 8°) et 2B¢ € L2(0,T), L*(M, \*)) vers B dans
L?([0,T), L*(M, /\2)) Sous ces conditions on peut extraire une sous suite °F € L*([0,T) x S*, L3(P, /\6))

6 6
de 6f€soluti0ndeﬂ+£ 6F =0, avec SF(0 _ F0) %50
ot w) 8am+<i88. 1E||-i-iaa i“ai QB”)E% ( ) wol(ST) — " 2m

3.2 Avec un champ magnétique et électrique fort

On homogénéise I'équation de Vlasov avec un champ magnétique et électrique fort : Gf t)+Loe ¥ (t) =

avec 7€ le champ de vecteurs égale a Ua% + i% (1E6 + A?[ + iv% (2B6 + %)) 6%’ ol /\/l est une 2—forme

différentielle constante, N une 1-forme différentielle constante et 5f¢(¢) une forme volume sur P, plus
précisément §f¢ € L2(0,T), L2(P, \®)). On suppose que I'on a les mémes conditions initiales qu’a la
section précédente. En procédant de la méme maniére que précédemment, on a l’existence d’une sous
suite de ¢, encore notée %€ et d’une 6-forme différenticlle $F € L2([0,T) x S*, L2(P, \°%)) telle que
pour tout 6 € L2([0,T) x S*,C2(P, \°)), on ait

lim < %9 > paomy L2 A0 @8 =< OB %0 > 120, myxst L2 ) -
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On effectue le produit scalaire de 1’équation de Vlasov avec 67,/1E = O4)4(t, %), on multiplie par € puis
6F = 0 dans

on passe a la limite. On obtient alors I’équation de contrainte a F E
S <N+1 9 M) Fr

!/
(L2([O, T) x S, L2(P, /\6))> . Cette équation signifie que °F est constante le long de la caractéristique :
U1

v = ioiN"‘iaiivaiM' On va définir alors une transformation : p(v,s)=| wacos(s) — (v + 1) sin(s)

’ . vgsin(s) + (vs + 1) cos(s) — 1
Alors il existe G € L2([0,T), L2(P, %)) tel que I'on ait 6F,(t,s) = (¢*°G)4(t, s). De plus, pour une 6-
forme test %1€, on passe & la limite deux échelles en utilisant la formule (1) page 28 et comme 'E€ et 2B€
converge fortement, on en déduit < 6 F, 86?’ +L£.%9 >12((0,1)x S1,L2(PAS) = — < 6F(0),%(0,0,-,-) > 2P A%
,avec T = v% + (z o 'E+i4 2 1, 2 2B) . Pour obtenir ’équation vérifiée par 6G, on utilise la formule

ci-dessus et on injecte les expressions de 6F et de 51 qui font apparaitre le changement de coordonnées
* *, a * *
2 @@ 46G) Lo el ( ¢) +£T(,D ( ¢) >L2([O,T)><51,L2(P,/\G)): - <@ (6G(0))7§0 (6¢)(0707'7') >L2(P,/\6) . Ce

qlli s€ Simphﬁe par < 6G7 635) + ‘C (T)6¢ >L2([O7T)X517L2(P,/\6)): - < GG(0)76¢(0707 Bl ) >L2(P7/\6)a
Uy
avee (p*)"H(r) = @2 + (Zail 1E—zdilzd§3 Btigizo 2B1dy/\dz) 2 ot = 01 et 4L =

“16%1 + Uus 622 (ug+ 1)— et G(0) = 5= (0). Maintenant, on peut en déduire 'équation satisfait par
la limite faible 6 f en utilisant la relation entre F et 6 f. On obtient, pour M = dy A dz et N = dy, que

la limite faible étoile f de la sous suite satisfaisant 1’équation de Vlasov est solution de &L 4 16 f=0,
avec%:ﬁai + (z o 1E—zaa io B+ia ol Bldy/\dz) et 0f(0) = 5= fslgo*Gf( ).
T x3
On remarque que fz 2NE M = —dz est 1’effet drlft On peut retrouver ce terme dans I’approximation
y

centre guide quand on utlhbe les mémes hypotheses sur le champ électrique et magnétique.
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