
rencontre du non-linéaire 2011 157
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Résumé. La détection de non-linéarité par prédiction à un pas en avant repose sur l’avantage à utiliser un modèle
non-linéaire plutôt qu’un modèle linéaire. Lorsque la probabilité p d’avoir de meilleurs résultats avec un modèle
non-linéaire est supérieure à 0,99, un titrage du bruit peut être appliqué. Lorsque p ≈ 0, 5, le modèle non-linéaire
n’est pas plus — ni moins — performant que le modèle linéaire. Nous traitons ici en détails le cas où p ≈ 0,
c’est-à-dire le cas où le modèle linéaire est significativement plus performant que le modèle non-linéaire. Une
dynamique caricaturale correspondante à ce cas est construite. Nous proposons ainsi une explication possible à
des résultats obtenus pour des situations de fibrillations auriculaires lors d’une étude précédente de dynamiques
cardiaques.

Abstract. Detecting nonlinearities by one-step-ahead prediction is based on the advantage to use a nonlinear
model rather than a linear model. When the probability p to get better results with a nonlinear model is greater
than 0.99, a noise titration can be applied. When p ≈ 0.5, the nonlinear model was not more performant than
the linear model. We here investigate in details the case p ≈ 0, that is, when the linear model is significantly
more performant than the linear model. A caricature corresponding to this case is built. We thus explain results
obtained in a previous study where atrial fibrillation was found with nearly zero p-value.

1 Introduction

Dans le domaine de la biomédecine, les enjeux liés à l’identification d’un comportement chaotique à
partir d’une série temporelle expérimentale sont nombreux, aussi bien d’un point de vue physiologique
que thérapeutique. Toutefois, malgré maintes tentatives, la preuve irréfutable de la présence de chaos
au sein de dynamiques biomédicales n’a jamais été apportée [1], car c’est la propriété de sensibilité aux
conditions initiales qui est le plus souvent testée (plus grand exposant de Lyapunov, etc.) alors que la
question — nécessaire — du déterminisme est rarement abordée. À ce jour, la seule preuve satisfaisante de
l’existence d’un déterminisme sous-jacent serait l’obtention d’un modèle global reproduisant la dynamique
et vérifiant par ailleurs la sensibilité aux conditions initiales [2], mais un tel modèle n’a encore jamais été
obtenu à partir d’enregistrements biologiques [3].

Pour pallier ce manque, Poon & Barahona ont proposé une technique de titrage du bruit, en affirmant
pouvoir quantifier la chaoticité de la dynamique sous-jacente à partir d’une série temporelle [4]. Malheu-
reusement, dans certains cas, cette technique se révèle incapable de distinguer une dynamique aléatoire
d’une dynamique déterministe [5]. Elle ne peut donc pas être utilisée comme indicateur de présence de
chaos. Toutefois, elle peut contribuer à l’identification d’une composante non-linéaire. Elle a ainsi permis
d’analyser, à partir d’enregistrements électrocardiographiques de patients souffrant de différentes patho-
logies cardiaques, l’impact des types de pathologies sur la non-linéarité du rythme cardiaque [3]. Cette
technique a également été utilisée pour distinguer des dynamiques ventilatoires spontanées [6] ou assistées
mécaniquement [7]. Néanmoins, cette technique doit être appliquée avec certaines précautions relatives à
l’échantillonnage de la série temporelle analysée, le paramétrage des modèles utilisés pour la prédiction,
le choix de l’observable, etc. Ces précautions seront explicitées dans la section 2.

Parmi les dynamiques biologiques ou biomédicales observées, certaines peuvent se ramener à des os-
cillations de relaxation [10]. Ceci a été observé à l’échelle cellulaire, que ce soit au niveau de la cellule
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unique [12,13] ou des niveau des tissus [14], mais également à l’échelle de l’organisme, considérant les
rythmes physiologiques [8,9] ou biologiques [11], ou encore à un niveau comportemental, macroscopique
et collectif [15]. Ces oscillations présentent, la plupart du temps, une augmentation rapide de l’amplitude,
suivie d’une relaxation lente de retour à la valeur de base. Typiquement, la dynamique lente peut être
reproduite par un processus linéaire, tandis que la dynamique rapide est contrôlée par un processus non-
linéaire, pilotant notamment les fluctuations de l’amplitude. Ces comportements sont délicats à analyser
de par leur structure dynamique intrinsèque. Afin de pouvoir mieux comprendre ces phénomènes, nous
construisons une dynamique artificielle, reposant sur des oscillations périodiques dont l’amplitude est
modulée par une fonction logistique. La série temporelle résultante se présente comme un cas ≪ patholo-
gique ≫ du point de vue du traitement du signal, dans la mesure où la non-linéarité agit par impulsions
très brèves. Nous montrons ici que la technique de détection de non-linéarité [4] échoue à détecter la
composante non-linéaire de la dynamique ainsi construite.

2 Principe de la détection de non-linéarité

La technique de titrage du bruit [4] est conditionnée par une détection de non-linéarité, basée sur
une estimation de modèles polynomiaux auto-régressifs utilisés pour la prédiction à un pas en avant.
Précisons que, de manière générale, la validation par prédiction à un pas en avant souffre de certaines
faiblesses comme cela a été récemment montré [16]. Suivant cette détection, et seulement si les données
révèlent effectivement une composante non-linéaire, le titrage du bruit est appliqué. Ces deux étapes sont
maintenant détaillées.

2.1 Détection de non-linéarité

Une série temporelle {yk}Nk=1 (k ∈ N) est analysée à l’aide d’une part, de modèles linéaires et, d’autre
part, de modèles non-linéaires. Ces modèles n’ont pas pour vocation de reproduire la dynamique globale
mais seulement d’être optimaux pour une prédiction à un pas en avant. Chacun de ces modèles est estimé
sur une fenêtre de la série temporelle. La forme générale de ces modèles est la suivante :

ỹn(d,M) = a0 + a1 yn−1 + a2 yn−2 + ...+ aκ+1 y
2
n−1 + aκ+2 yn−1 yn−2 + ...+ aM−1 y

d
n−κ

=

M−1∑

m=0

amzm(n)
(1)

où {zm(n)}Mm=1, M ∈ N, est la base fonctionnelle composée de toutes les combinaisons distinctes des
coordonnées décalées {yn−k}κk=1, κ ∈ N, jusqu’au degré maximum de non-linéarité permis d. Il y a alors

M = (κ+d)!
(d!κ!) termes. Des deux paramètres d et M découle donc l’ordre κ du polynôme utilisé pour la

modélisation. Pour un modèle linéaire, d = 1, ce qui implique κ = M − 1.
Ainsi, chaque famille de modèles peut être décrite univoquement avec les paramètres M — nombre

maximal d’éléments de la base fonctionnelle — et d — degré de non-linéarité maximal des modèles de
la famille. Les M termes ne contribuent pas tous de la même façon à reproduire la dynamique et, même
si l’ajout de termes supplémentaires au développement polynomial contribue en général à améliorer la
qualité prédictive du modèle, il est possible qu’un trop grand nombre de termes finisse par réduire cette
qualité [2]. La recherche du modèle optimal parmi ceux de la ≪ famille ≫ définie par les paramètres M
et d commence donc par la sélection des termes les plus pertinents, selon la méthode de minimisation de
l’erreur de prédiction

ε(M,d)2 =

∑N
n=1(ỹn(M,d)− yn)

2

∑N
n=1(yn − y)2

(2)

où y = 1/N
∑N

n=1 yn, et où ε(M,d)2 est une variance normalisée des erreurs résiduelles. L’inclusion
d’un mème terme au modèle (1) induit une réduction de ε2 ; réduction qui peut être exprimée comme un
pourcentage de l’erreur maximale max(ε2), conduisant au rapport de réduction d’erreur (ou ERR pour



Biais dans l’analyse de dynamiques à forte composante linéaire 159

error reduction ratio) [19]. Les coefficients am sont ensuite estimés en utilisant la méthode des moindres
carrés dans le but de minimiser l’erreur de prédiction ǫ2. À l’issue de ce processus, nous disposons d’un
modèle polynomial auto-régressif linéaire, et d’un second modèle qui est non-linéaire, les deux modèles
étant paramétrés par un même couple (M,d).

La probabilité p pour que le meilleur modèle non-linéaire soit plus performant pour décrire la dyna-
mique à un pas en avant que le meilleur modèle linéaire est calculée. Si la détection de non-linéarité est
concluante, en autorisant une marge d’erreur de 1%, c’est-à-dire si la valeur de p est plus grande que
0,99, le titrage de bruit est appliqué.

2.2 Titrage du bruit

Le titrage en lui-même utilise une distribution gaussienne de bruit blanc pour quantifier la contribution
de la composante non-linéaire à la dynamique sous-jacente aux données expérimentales. Pour titrer le
bruit d’une série temporelle, un bruit blanc νn, de même déviation standard que yn et d’amplitude A
(0 ≤ A ≤ 1) croissante, est ajouté aux données, jusqu’à ce que la non-linéarité ne soit plus détectée, à un
certain degré de confiance près. Tant que la détection de non-linéarité demeure concluante, le paramètre
A est augmenté jusqu’à ce que la valeur de p passe sous le seuil préalablement défini de 0,99. Le titrage
est ici terminé et la déviation standard du bruit blanc alors ajouté correspond à la limite de bruit de
l’échantillon testé (LB).

2.3 Recommandations pour une utilisation optimale

Nous avons précédemment montré que les résultats obtenus avec la détection de non-linéarité et le
titrage du bruit dépendaient fortement de certains choix relatifs à l’obtention des modèles d’une part, et
à la série temporelle analysée, d’autre part [20]. Ainsi l’ensemble de la gamme des paramètres d et M
ne peut être utilisée. En effet, la structure des modèles ne doit être ni trop petite, ni trop grande, faute
de quoi les résultats risquent d’être biaisés. Aussi, le degré de non-linéarité doit être au moins de 3 et le
nombre de termes au moins égal à 20 ou 30. Il est raisonnable de ne pas dépasser une centaine de termes
constituant le modèle. Par ailleurs, la limite de bruit est sensible à la réalisation du bruit utilisé pour le
titrage ; aussi, il est nécessaire de considérer une valeur moyenne (correctement définie du point de vue
statistique) de la limite de bruit [20].

Si plusieurs variables sont disponibles pour l’étude d’une dynamique, le résultat peut dépendre de la
variable choisie [17] et du taux d’échantillonnage utilisé [20]. Enfin, lorsque la probabilité p est voisine
de 0,50, ceci indique que le choix entre un modèle linéaire et un modèle non-linéaire n’est pas évident, et
que la pertinence de ces modèles est à peu près équivalente. Lorsqu’elle est supérieure à 0,99, l’utilisation
d’un modèle non-linéaire conduit à de meilleures prédictions qu’un modèle linéaire, et l’on peut conclure
que la dynamique sous-jacente présente une composante non-linéaire. Lorsqu’elle est au voisinage de 0,
en principe, la dynamique sous-jacente est principalement linéaire, mais cela n’a jamais été vérifié. C’est
ce que nous allons tester dans ce qui suit.

3 Dynamique lente/rapide à modulation chaotique d’amplitude

3.1 Motivation

Le recours à la détection de non-linéarité pour l’analyse de dynamiques cardiaques a permis de révéler
des dynamiques de nature très différentes entre des patients souffrant de fibrillation auriculaire (p ≈ 0),
d’insuffisance cardiaque congestive (p ≈ 1) et un groupe de sujets sains (p ≈ 0.75) [3]. De manière
surprenante, la détection de non-linéarité indiquait que la dynamique cardiaque était très fortement
linéaire chez les patients souffrant de fibrillation auriculaire, comme le révélait le p voisin de zéro (Fig.
1). Aucun autre exemple — y compris impliquant des cycles limites — n’avaient conduit à des valeurs
de p aussi faibles.
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Fig. 1. Probabilités p calculées à partir des ∆RRn = RRn+1 − RRn pour les 5 patients souffrant de fibrillation
auriculaire. Paramètres de modélisation : (d,M) = (3, 50). D’après [3].

3.2 Le modèle

On considère ici la série temporelle correspondant à un comportement périodique, modulé en am-
plitude par une fonction logistique itérée en régime chaotique. Le comportement périodique se ramène
à un signal triangulaire pour lequel la décroissance est linéaire et lente par rapport à la croissance qui
est ici très rapide puisque l’amplitude maximale est atteinte en un seul pas de temps (une itération).
L’amplitude maximale du ième cycle est donnée par

Ai =
n

20

(
1 +

yi
10

)
(3)

où n définit le nombre d’itérations dans une oscillation et yi est une solution de la fonction logistique

yn+1 = µyn (1− yn) . (4)

La série temporelle {xk} est alors construite selon le processus par morceaux

xk+1 =

∣∣∣∣∣∣
xk − Ai

n
si xk > 0

Ai si xk ≤ 0 .
(5)

où i = [ kn ]. À chaque cycle i correspond une seule valeur Ai ; la période des oscillations demeure donc
constante, et ne dépend pas de la valeur de l’amplitude, qui elle, varie à chaque cycle.

Une série temporelle typique est représentée Fig. 2.
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Fig. 2. Série temporelle de la dynamique lente-rapide à modulation chaotique d’amplitude. Valeurs des pa-
ramètres : µ = 3, 9 et n = 20.

Cette série temporelle est gouvernée la plupart du temps par un processus linéaire défini par la
première équation du processus (5). Sur de très brefs instants, le processus non-linéaire déterminant les
fluctuations de l’amplitude agit. Du point de vue de la série temporelle, le processus est principalement
linéaire. Toutefois, si une application de premier retour à la section de Poincaré prise en tout point du
signal est calculée, nous retrouvons une parabole caractéristique de la fonction logistique (Fig. 3). De
ce fait, nous nous attendons à ce que l’analyse d’une série temporelle {xk}, solution de ce processus de
relaxation, conduise à l’identification d’une dynamique purement linéaire.
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Fig. 3. Série temporelle de la dynamique lente-rapide à modulation chaotique d’amplitude. Valeurs des pa-
ramètres : µ = 3, 9 et n = 20.

3.3 Résultats

La technique de détection de non-linéarité décrite section 2 est alors appliquée à la série temporelle
{xk}. Les paramètres de modélisation sont fixés à (d,M) = (3, 50), et une moyenne sur 5 détections
a été réalisée pour chaque valeur de p. Nous observons que les valeurs de la probabilité p pour que le
meilleur modèle non-linéaire soit plus performant pour la prédiction à un pas en avant que le meilleur
modèle linéaire sont toujours nulles, et ce, quel que soit le nombre α d’oscillations de relaxation du signal
contenues dans la fenêtre considérée. Nous avons effectué les tests pour n = 20 et α ≥ 12, soit une fenêtre
d’environ 240 points pour l’estimation des modèles. Même pour des valeurs du nombre α d’oscillations
à 30, la valeur de p reste à zéro. Ceci signifie que la composante non-linéaire agit trop sporadiquement
pour qu’elle puisse être détectée sur la base d’une erreur de prédiction à un pas en avant. Précisons
que typiquement, un modèle linéaire ne fournit une mauvaise prédiction que lors d’un retour brutal à
l’amplitude maximale, c’est-à-dire pour un point sur n. Plus n est grand, moins cette erreur pèse sur la
statistique. De ce fait, puisqu’avec n = 20, la technique échoue déjà à détecter la composante non-linéaire,
a fortiori, ceci reste toujours vrai pour des n plus grands.

La série temporelle que nous avons construite se présente alors comme un cas ≪ pathologique ≫, dans la
mesure où, la non-linéarité agissant par impulsions très brèves, la technique de détection de non-linéarité
échoue à détecter la composante non-linéaire pourtant clairement présente dans la dynamique, et ne met
en évidence que le processus linéaire. Notons cependant que si le problème est abordé du point de vue
d’une application de premier retour, la probabilité p calculée présente une valeur toujours égale à 1,
comme c’est le cas lors d’une étude de la fonction logistique, révélant alors clairement la présence d’une
composante non-linéaire sous-jacente à la dynamique. Cet exemple, certes caricatural, montre qu’il n’est
pas équivalent de travailler à partir d’une série temporelle représentative de l’évolution du système dans
l’espace des phases, et de travailler avec une série temporelle associée à une section de Poincaré ou une
application de premier retour. Une telle différence avait déjà été relevée dans le cas d’une analyse par
entropie de Shannon [17].

4 Conclusion

Outre les précautions d’utilisation déjà mentionnées de la détection de non-linéarité, nous montrons
ici que la recherche d’une composante non-linéaire par détection de non-linéarité selon la technique du
titrage du bruit échoue lorsque la série temporelle considérée résulte d’une dynamique où la non-linéarité
agit par impulsions brèves. Notre dynamique caricaturale se révèle être un excellent cas d’école pour
tester la robustesse de toute technique d’analyse. Par ailleurs, la non-équivalence entre une analyse selon
une trajectoire dans l’espace des phases ou selon une section de Poincaré est encore confirmée ici, pour
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l’outil de détection de non-linéarité associé au titrage du bruit. Aussi, nous concluons naturellement que
l’étude de toute dynamique devrait se faire préférentiellement dans une section de Poincaré.
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