
rencontre du non-linéaire 2011 93
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Résumé. L’équation de Kuramoto-Sivashinsky est couramment utilisée dans divers modèles de croissance d’in-

terface. En dimension 1 d’espace, elle prend la forme suivante : ∂th+
|∂xh|2

2
= −∂xxh−∂xxxxh où h est la hauteur

de l’interface. Il est loisible d’interpréter le gradient en espace de la solution, u = −∂xh, comme un champ de
vitesse, et de suivre une population de particules qui évoluent en suivant ce champ. On constate alors clairement
une dynamique comportant une partie ≪ particules collantes ≫, couplée à des oscillations. L’enjeu est ici de pro-
poser un système de particules dont les trajectoires sont analogues, et qui, moyennant certains scalings, redonne
l’équation précédente à la limite. Un tel système peut s’obtenir à l’aide d’une force dépendant des vitesses des
particules, et non de leurs positions.

Abstract. The Kuramoto-Sivashinsky equation is commonly used in various models of interface growth. In a

one-dimensional space, it takes the form ∂th+
|∂xh|2

2
= −∂xxh−∂xxxxh where h is the height of the interface. It is

possible to interpret the spatial gradient of the solution, u = −∂xh, as a velocity field, and to track the particles
population governed by this field. We thus clearly observed a dynamical component designated by the “gluing
particles”, which is coupled to some oscillations. The aim is here to propose a system of particles producing similar
trajectories and which, averaging some scalings, return in the limit the previous equation. Such a system can be
obtained using a force depending on the particle velocity, and not on their positions.

1 Introduction

L’équation de Kuramoto-Sivashinsky est couramment utilisée dans divers modèles de croissance d’in-
terfaces telles que les fronts de flammes [2,3], la croissance de couche minces, l’érosion/gravure de surface
[4]. En dimension 1 d’espace, elle prend la forme suivante, où h est la hauteur de l’interface :

∂th+
|∂xh|2

2
= −∂xxh− ∂xxxxh. (1)

Une des propriétés caractéristiques de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky est de générer une structure
quasi-périodique [4].

Il est intéssant et utile de connecter cette équation différentielle avec une approche particulaire afin de
tenter de comprendre les mécanismes élémentaires intervenant dans les phénomènes physiques proposés
ci-dessus. Une approche consiste à interpréter le gradient en espace de la solution de l’equation (1),
u = −∂xh, comme un champ de vitesse, et de suivre une population de particules qui évoluent en suivant
ce champ, qui vérifie l’équation de Burgers modifiée

∂tu+ ∂x
u2

2
= −∂xxu− ∂xxxxu. (2)

On constate alors clairement [7] que la dynamique comporte une partie “particules collantes”.
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2 L’équivalent particulaire

La référence [5] propose un système de particules en interaction avec un potentiel harmonique limité
aux premiers voisins :

ẋi = ui, u̇i = (xi−1 − 2xi + xi+1), (3)

avec des règles de collision sans préservation de la masse, mais aussi de création de particules lorsqu’une
certaine distance critique entre deux particules est atteinte. Cette longueur serait reliée à la quasi-période
de (1). Même si un certain nombre de caractéristiques de l’équation macroscopique sont reproduites par
ce modèle, le fait qu’il semble impossible d’en dériver une équation aux dérivées partielles (en particulier
le terme d’ordre 4 de (1)) n’est pas satisfaisant. De plus, travailler avec un potentiel harmonique de ce
type conduit plutôt à une équation de type ondes sur la fonction X définie par le scaling

ǫxi(t) = X(ǫt, ǫi)

lorsque ǫ tend vers 0. Le paramètre ǫ est ici l’inverse du nombre de particules.
Afin de récupérer les structures quasi-périodiques sans introduire artificiellement une longueur, nous

partons de la remarque suivante, basée sur des simulations Monte-Carlo dans un contexte différent [6].
Il est montré dans cette référence que si l’on prend en compte des interactions aux seconds voisins, on
peut générer des structures quasi-périodiques. Compte tenu également de la remarque précédente, nous
remplaçons le potentiel harmonique par des forces dépendent des vitesses et non plus des positions. Notre
prototype de système de particules en interaction sera donc le suivant :

{
ẋi = vi

v̇i = α(vi−1 − 2vi + vi+1) + β(vi−2 − 2vi + vi+2),
(4)

avec la dynamique sous-jacente des particules collantes : lorsque 2 particules collisionnent, elles créent
une particule unique, dont la masse est la somme des deux précédentes, et la vitesse calculée de façon à
préserver la quantité de mouvement. Il est classique (voir par exemple [1]) que la dynamique des particules
collantes (α = β = 0 ici) donne des solutions du système des gaz sans pression, où ρ est la densité, et u
la vitesse du gaz {

∂tρ+ ∂xρu = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu
2) = 0 .

(5)

Ce système se ramène à l’équation de Burgers lorsque les solutions sont régulières, et permet donc de
retrouver la première partie de l’équation (2).

Si α > 0 on a affaire à une attraction au plus proche voisin, et la différence finie correspondante
donne formellement une dérivée seconde en espace, qui s’interprète comme une viscosité. Autrement dit,
elle pourrait être cohérente avec un système d’Euler sans pression avec viscosité. L’interaction au second
voisin peut se récrire de manière à faire apparâıtre une différence finie approchant une dérivée quatrième.
Le système devient alors

{
ẋi = vi

v̇i = (α+ 4β)(vi−1 − 2vi + vi+1) + β(vi−2 − 4vi−1 + 6vi − 4vi+1 + vi+2) .
(6)

Toujours formellement, pour être cohérent avec l’équation (1), il faut un coefficient négatif sur la
dérivée quatrième, soit β < 0, autrement dit une répulsion au deuxième voisin, et un coefficient négatif
également pour la dérivée seconde, soit α + 4β < 0. On note que tout α > 0 convient, donc répulsif au
premier voisin, mais on peut également choisir une attraction (donc compatible avec une viscosité) “pas
trop forte”, au sens où 0 < α < −4β. Les valeurs des coefficients de (1), c’est-à-dire −1 et −1, sont
obtenues avec β = −1, et α = 3. Avec cette interprétation, (1) pourrait donc bien s’interpréter comme
conséquence d’une attraction au premier voisin, et répulsion au second.
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3 La dynamique

Ce modèle pour l’heure montre des trajectoires qualitativement compatibles avec les simulations de
[7] (voir figure 1, obtenue avec un petit nombre de particules). Il permet aussi, partant d’un ensemble
de particules de vitesses aléatoires uniformes centrées autour de 0, de montrer que le spectre des vitesses
tend à se concentrer, donc d’obtenir une organisation plus ou moins périodique. Le réglage des paramètres
reste cependant difficile, entre nombre de particules, temps de simulation et valeurs des constantes. Ainsi,
pour obtenir la figure 2 (où l’échelle en temps et espace n’est pas la même que pour la figure 1), on part
de 11000 particules, au temps t = 10 il n’en reste plus que 181.
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Fig. 1. Trajectoires des particules avec le modèle (4).

4 Conclusion

Le modèle doit donc se trouver une base physique, permettant de comprendre clairement la significa-
tion et le rôle des termes de dérivées spatiales des vitesses par rapport à la dynamique des interfaces. Il
convient également de bien comprendre le scaling permettant de passer à la limite lorsque le nombre de
particules tend vers ∞.
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Fig. 2. Spectre des vitesses.
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