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Résumé. Les systèmes singuliers (connus aussi sous le nom de systèmes implicites ou systèmes algébro-différentiels)
ont été introduits pour modéliser une large classe de systèmes pour lesquels la représentation d’état standard n’est
pas applicable. On les rencontre dans les domaines des industries minérales et chimiques, en électronique et en
économie. L’estimation de l’état de ces systèmes est d’une grande importance pour le diagnostic et pour la
commande. Contrairement au cas des systèmes singuliers linéaires où il existe des résultats sur la synthèse des
observateurs, pour les systèmes non linéaires il n’existe que quelques résultats, on cite par exemple [5]. Tous ces
résultats supposent que la non linéarité est Lipschitzienne. Dans cet article, nous présentons une nouvelle ap-
proche de synthèse d’observateur pour les systèmes singuliers, elle est fondée sur le développement d’une nouvelle
forme normale. Les conditions géométriques nécessaires et suffisantes d’existence de cette forme normale et une
méthode simple de synthèse de l’observateur seront présentées.Un exemple numérique est présenté pour illustrer
la méthode.

Abstract. Descriptor systems (known also as generalized, singular or differential algebraic (DA) systems) can
describe a large class of systems, which are not only of theoretical interest but also have a great importance in
practice. They are frequently encountered in chemical and mineral industries, in electronic and economic systems.
The state estimation problem for descriptor systems has been the subject of several studies in the past decades and
almost results exist for linear systems, only few results exists for a class of nonlinear systems where the nonlinearity
is Liptschitz. This paper presents an observability normal form for nonlinear singular systems. The interest of the
proposed form is to improve the observer design for these systems. Necessary and sufficient geometrical conditions
to guarantee the existence of a diffeomorphism which transforms the nonlinear singular systems into the proposed
normal form are given. A numerical example is given to illustrate the approach.

1 Introduction

Dans cette note on s’intéresse à la classe des systèmes suivante :

Nẋ = f(x) +

p∑

k=1

gk(x)ui, y = h(x) (1)

où x ∈ R
n désigne l’état du système, ui ∈ R

m désignent les entrées, y ∈ R
p les sorties mesurées.

f : Rn −→ R
n, le champ de vecteur qui régi l’évolution du systèmes et les gi : R

n −→ R
n les directions

de contrôle et N est une matrice constante de type n× n.
Si N est inversible on dit que le système (1) est régulier. Ainsi, il s’écrit sous la forme classique :

ẋ = f̃(x) +
∑p

i=1 g̃k(x)uk où f̃ = N−1f et g̃k = N−1gk pour k = 1 : n. Si le rang(N) < n alors, on dit
que le système (1) est singulier. Dans ce cas, le système est régi par un jeux d’équations différentielles
(dynamiques) et un autre jeux d’équations algébriques (pour cette raison les systèmes singuliers sont aussi
appelés systèmes algébro-différentiels). Si on dérive un certain nombre de fois les équations algébriques
et que l’on obtienne un ensemble de nouvelles dynamiques qui forme avec les anciennes un système
d’équations différentielles indépendantes, alors on aboutit à un système régulier.
Pour les systèmes réguliers linéaires ou non linéaires les méthodes de traitement des problèmes d’obser-
vateur et de commande sont nombreuses dans la littérature (voir par exemple [1]). Cependant, la carence
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des systèmes singuliers en dynamiques rend les problèmes de conception d’observateurs et de commandes
très difficiles à traiter. On trouve quelques travaux pour les systèmes linéaires [6,4,7]. Ces mêmes tra-
vaux ont été adaptés aux systèmes non linéaires Lipschitziens [5,3]. Dans cet article, on va s’interesser
à une classe des systèmes dynamiques (1). Plus précisément la classe des systèmes avec une dynamique
manquante et une seule équation algébrique c’est-à-dire le cas où rang(N) = n− 1. Dans ce travail, nous
allons présenter une autre nouvelle méthode de concevoir un observateur pour cette classe de systèmes
que nous appellerons les formes d’observabilité canoniques singulières non-linéaires (FOCSN). Puis, nous
donnerons un algorithme permettant de transformer un système singulier non-linéaire, qui satisfait des
conditions géométriques, en une forme (FOCSN).

Cet article est organisé comme suit : La section 2 est consacrée à la forme (FOCSN) et son observateur.
Dans la section 3, nous donnons les conditions géométriques pour qu’un système singulier peut être mis
sous la forme (FOCSN). Un exemple numérique est donné dans la section 4.

2 Une forme d’observabilité canonique singulière non linéaire

Cette section est dédiée à une classe de formes canoniques singulières et à la conception d’un obser-
vateur. Les formes qui nous intéressent sont de la forme :

Nż = z + β(y) +

p∑

k=1

αk(y)ui, y = Cz (2)

où z ∈ R
n est l’état du système, y ∈ R sa sortie (la mesure) et β(y) ∈ R

n un champ de vecteurs qui ne
dépend que de la sortie y. La matrice C = (1, 0, · · · , 0) et la matrice N est de rang n− 1 et elle est de la
forme :

N =




0 1 · · · 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 0




. (3)

Notons que l’on ignore l’évolution de l’état z1 et qu’à la place on a l’équation algébrique :

0 = zn + βn(y) +

p∑

k=1

αk,n(y)uk

où βn(y) est la néme composante de β et αk,n(y) la néme composante de αk.

Proposition 1. Le système dynamique suivant

N ˙̂z −K
(
˙̂z1 − ẏ

)
= ẑ + β(y) +

p∑

k=1

αk(y)uk, ŷ = Cẑ (4)

est un observateur pour (2) où K est choisi de sorte que la matrice (N −KC) soit une matrice Hurwitz.

Démonstration. Si l’on note par e = ẑ − z l’erreur d’observation entre (4) et (2), alors sa dynamique
est linéaire et s’écrit comme Γ ė = e où Γ = N − KC. Grâce à la forme de la matrice N et celle
de C, il est facile de montrer que la paire (N,C) est observable, c’est-à-dire que la matrice O =(
CT (CN)

T · · ·
(
CNn−1

)T )T est de rang maximum n. Par conséquent, on peut choisir K pour rendre

la matrice Γ Hurwitz i.e. la partie réelle de ses valeurs propres est < 0. En outre, la matrice Γ est
inversible. Donc, Γ−1 est aussi Hurwitz. D’où ė = Γ−1e est asymptotiquement stable. Donc, (4) est un
observateur pour (2). �
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Il est important de noter que l’observateur (4) présente explicitement la dérivée de la sortie, c’est-
à-dire ˙̂y et ẏ. Cependant, en pratique, la dérivation d’une sortie avec du bruit cause une amplification
de ce dernier. Pour surmonter ce problème ; nous allons introduire l’estimateur algébrique : η1 = ẑ1 − y,
ηk = ẑk pour 2 ≤ k ≤ n et comme Γ est inversible (les parties réelles de ses valeurs propres < 0), alors
on remplace l’observateur (4) par le système équivalent suivant :





η̇ = Γ−1η + β̃(y) +

p∑

k=1

α̃k(y)uk

η1 = ẑ1 − y, ηi = ẑi pour 2 ≤ i ≤ n

(5)

où β̃(y) = Γ−1β(y), Γ−1α̃i =. Il faut noter que le système dynamique ( 5) est régulier.
Avant de présenter la section suivante, faisons une remarque importante.

Remarque 1. Nous allons mettre la forme (2) sous la forme équivalente suivante que nous appellerons sa
forme régulière : 




żi = zi−1 + βi−1(y) +

p∑

k=1

αk,i−1(y)uk pour i = 2 : n

ż1 = zn + ẏ + βn(y) +

p∑

k=1

αk,n(y)ui

y = Cz

(6)

où βi(y) pour i = 1 : n sont les composantes de β(y) dans (2) et où l’équation algébrique

0 = zn + βn(y) +

p∑

k=1

αk,n(y)uk

est remplacée par l’équation ”différentielle”

ż1 = zn + βn(y) +

p∑

k=1

αk,n(y)uk + ẏ .

En supposant théoriquement que ż1 = ẏ, si on regarde ẏ comme une entrée du système, et si on ré-ordonne
le vecteur état zi = ξi+1 pour i = 2 : n− 1, z1 = ξn et zn = ξ1, cette forme régulière ≪ artificielle ≫

1 (6)
s’écrit sous la forme compacte suivante :

ξ̇ = Aξ + γ(y) + ẏe1 +

p∑

k=1

µk(y)uk, y = ξn (7)

où A est la matrice de Brunovsky (on a NT = A) et e1 est le vecteur dont la première composante vaut
1 et les autres sont nulles. Si comme il a été dit ci-dessus ; ẏ est considérée comme une entrée, alors
la forme (7) bien connue dans la littérature pour les systèmes réguliers sous le nom de forme normale
d’observabilité non linéaire.

3 Résultat principal

L’objectif principal de cette section est de caractériser la classe des systèmes dynamiques singuliers
de la forme (1) qui peut se mettre sous la forme (7). Comme cette dernière est équivalente à (2) l’objectif
est alors atteint et on peut utiliser l’observateur (5) pour estimer les états du système (1).
On va présenter notre algorithme pour les systèmes sous la forme (1) avec y = Cx = x1 et N comme
dans (2). Le résultat peut être généralisé à N et y quelconque.

1. La terminologie ≪ artificielle ≫ est justifiée par le fait qu’on utilise ẏ comme une entrée du système.
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3.1 Régularisation

Comme dans la remarque 1 ci-dessus, on peut régulariser le système (1) en ajoutant une dynamique
artificielle en x1 de la manière suivante :

Nẋ+ ẋ1en = f(x) + ẏen +

p∑

k=1

gk(x)uk, y = x1 (8)

où pour 1 ≤ i ≤ n , ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T = ∂
∂xi

. Il est clair que

Nẋ+ ẋ1en = ẋ2e1 + ẋ3e2 + · · ·+ ẋnen−1 + ẋ1en = P ẋ avec P = (en, e1, · · · , en−1) =




0 1 · · · 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0




Donc, (8) est équivalent au système suivant :

P ẋ = f(x) + ẏen +

p∑

k=1

gk(x)uk, y = x1 (9)

La matrice P est inversible et il facile de voir que son inverse Q = P−1 =




0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0




est tel

que Qen = e1. En multipliant les deux menbres de l’équation (9) par Q, on obtient la forme régulière
artificielle

ẋ = Qf(x) + ẏe1 +

p∑

k=1

Qgk(x)uk, y = x1 (10)

L’idée essentielle derrière le fait de regarder un système singulier sous la dernière forme (10) permet de
le traiter par des méthodes classiques introduites par Krener.

HypothÃ¨se 1 On suppose que le système (1) (ou son équivalent (10)), satisfait la condition de rang 2

rank
(
dhT , (dLFh)

T , (dL2
Fh)

T , . . . , (dLn−1
F h)T

)T
= n (11)

où Lj
F désigne la dérivée de Lie j fois dans la direction de F = Qf et h(x) = y = Cx.

Avant de donner le résultat, nous allons décrire des objets associés naturellement à un système qui
satisfait à la condition du rang d’observabilité (11). Le premier objet donné dans la condition (11) étant
le co-repère θ = ((θi)i=1:n). Il est formé des 1-formes différentielles indépendantes suivantes : θ1 = dx1

et θi = dLi−1
F h pour 2 ≤ i ≤ n. A partir de là, on définit un repère τ = (τi)i=1:n formé par le premier

champ de vecteurs τ1 déterminé par les équations algébriques

θi (τ1) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1 et θn (τ1) = 1 ,

et les autres sont obtenus par induction comme suit : τi+1 = [τi, F ] pour 1 ≤ i ≤ n− 1, où [, ] désigne
le crochet de Lie. L’évaluation de θ sur τ donne la matrice inversible suivante : Λ = θτ = (Λi,j), où
pour 1 ≤ i, j ≤ n on a Λi,j = θi(τj). Par construction des τi il est facile de voir que : Λi,n−(i−1) = 1
et Λi,j = 0 pour i ≥ j. Par conséquent, la famille de 1-formes différentielles suivantes : ω = Λ−1θ, a ses
composantes données par : ωn = θ1 et ωn−k = θk+1 −

∑n
j=n−k−1 Λk,jωj . pour k = 1 : n− 1. Nous avons

le résultat suivant.

2. On l’appellera par abus de language condition d’observabilité.
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Théorème 1. Sous la condition de rang d’observabilité 1, il existe un difféomorphisme qui transforme le
système (10) sous la forme 7) si et seulement si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

– [τi, τj ] = 0 pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, [τi, gk] = 0 et [τi, e1] = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1 et k = 1 : p
– dω = 0, [τi, gk] = 0 et [τi, e1] = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1 et k = 1 : p.

Si l’une des conditions équivalentes du théorème est satisfaite alors la différentielle du difféomorphisme
en question est donnée par dφ = ω. Dans l’exemple ci-dessous, on présentra l’algorithme qui donne un
tel difféomorphisme.

4 Exemple numérique

Considérons le système singulier non-linéaire




ẋ2 = x1 + x1x3 + x2
1 + (1 + x1)u

ẋ3 = x2 + u
0 = x3 + x1 + u
y = x1

(12)

D’après la technique présentée dans la dernière section, ce système peut être reécrit sous la forme du
système non-linéaire régulier

ẋ = Qf +Qgu =




x3 + x1

x1 + x1x3 + x2
1

x2


+




1
1 + x1

1


u+



1
0
0


 ẏ (13)

En posant F = Qf , on peut calculer les 1-formes suivantes :

θ1 = dh = dx1 , θ2 = dLFh = dx1 + dx3 et θ3 = dL2
Fh = dx1 + dx2 + dx3 .

Maintenant, on va calculer le repère τ de (12) :

τ1 =
∂

∂x2
, τ2 = [τ1, F ] =

∂

∂x3
et τ3 = [τ2, F ] =

∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
.

Il est clair que pour tout 1 ≤ i ≤ 3 et 1 ≤ j ≤ 3, on a [τi, τj ] = 0.
De plus, il est facile de vérifier que pour 1 ≤ i ≤ 2, on a [τi, g] = 0 et [τi, e1] = 0 où g = ∂

∂x1
+

(1 + x1)
∂

∂x2
+ ∂

∂x3
, et e1 = ∂

∂x1
. D’où Λ = θτ =



0 0 1
0 1 0
1 0 x1


 est inversible. Ainsi on a ω = Λ−1θ =



−x1dx1 + dx2

dx3

dx1


, ce qui donne le changement de coordonnées (ξ1, ξ2, ξ3)

T
=
(
x2 − 1

2x
2
1, x3, x1

)T
. En

posant z1 = ξ1 z2 = ξ2 +
y2

2 et z3 = ξ3, on obtient la forme (2)




ż2 = z1 + u
ż3 = z2 + u
0 = z3 + y + u
y = z1

En choisissant K = (5, 5, 1)
T
; (N −KC) est inversible et les valeurs propres de (N −KC)

−1
sont

(−0.2679,−1,−3.7321). Dans la simulation, l’entrée u de (12) est choisit comme suit :

u =





sin(2t), t ∈ [0, 12.5]
1 + sin(3t), t ∈ (12.5, 25]
sin(4t), t ∈ (25, 37.5]
1− sin(2t), t ∈ (37.5, 50]

Les résultats de simulation pour l’observateur sont présentés Figs. 1.
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(a) L’entrée u (b) L’état z1 et son estimé ẑ1 avec les condi-
tions initiales z1(0) = 0.5 et ẑ1(0) = 0
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(c) L’état z2 et son estimé ẑ2 avec les condi-
tions initiales z2(0) = 0.5 et ẑ2(0) = 0.

(d) L’état z3 et son estimé ẑ3 avec les condi-
tions initiales z3(0) = −0.5 et ẑ3(0) = 0.

Fig. 1. Simulations pour l’observateur.

5 Conclusion

Dans cet article nous avons proposé une nouvelle méthode de synthèse d’observateur pour une classe de
systèmes singuliers non-linéaires. Nous avons d’abord proposé une forme normale d’observabilité singulière
non-linéaires, ce qui nous a permis de concevoir un nouvel observateur. Nous avons aussi caractérisé
géométréquement les systèmes singumiers qui peuvent se transformer sous une telle forme normale. Nous
avons présenté l’algorithme de transformation sur un exemple numérique et nous avons donné les résultats
de l’estimation de l’état pour cet exemple.
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