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Résumé. Dans ce papier on donne une nouvelle forme normale d’observabilité non linéaire adaptée a ’observateur
réduit. Puis, on expose les conditions géométriques nécessaires et suffisantes qui permettent de dire si un systéme
non linéaire avec des sorties multiples peut se mettre, & un changement de coordonnées pres, sous une telle forme
normale. D’une part, Cette forme normale permet d’éviter la redondance des mesures et d’autre part, elle élargit
la classe de systéemes dynamiques non linéaires qui admettent un observateur robuste.

Abstract. This paper presents a nonlinear canonical form which is used for the design of a reduced order
observer. We give sufficient and necessary geometric conditions, which enable to determine whether a special class
of nonlinear systems with multi-outputs can be transformed, by a change of coordinate, to the proposed nonlinear
canonical form. This normal form can firstly avoid the redundancy of the measurements, and secondly represent
a larger class of nonlinear systems for which we can design a more robust observer.

1 Introduction

Un observateur est un moyen de mesure ”informatique” qui permet de retrouver les états d’un systéme
industriel en ayant un minimum d’informations sur une partie de ces états. Cette information est obtenue
a laide d’un capteur. Une maniére brute d’observer les états d’un systeme est de dériver numériquement
I'information mesurée grace aux capteurs. L’expérience a montré que cette méthode a I'inconvénient de
donner des résultats erronés a cause de I'amplification d’erreurs due, par exemple, a des imperfections
de mesures. Pour remédier a ce probleme, Luenberger a introduit en 1971 l'observateur comme étant un
systeme dynamique constitué, du modele du systéeme réel corrigé par la mesure fournie par les capteurs
[1].

En 1983 Krener et Isodori ont étudié une forme d’observabilité canonique pour les systémes avec un
capteur [2] et, en 1985, Krener et Respondek ont introduit la forme d’observabilité canonique non linéaires
(FCON) pour les systemes a sorties multipes suivants [3] :

z=Az+B(y) (1)
y=0C=z 2)

ouz € R" g e€R™ AetC sont les formes de Brunovsky ou companions d’observabilité. Sous la forme
(1)-(2), on peut appliquer I'observateur robuste suivant :

= A2+ By + Ky —19) 3)
de sorte que la dynamique de I'erreur de 'observation e = z — Z soit linéaire :
é=(A—- KC)e. (4)

Grace a cette derniere équation, le probleme de la mise sous forme FCON s’appelle aussi le probleme de
linéarisation de 'erreur d’observation. Ce probléme revient donc a caractériser les systéemes non linéaires
de la forme suivante :

z = f(x), € R"” (5)
y = h(z), y €eR™ (6)
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qui sont transformables via un changement de coordonnées z = ¢(x) sous la forme canonique d’observa-
bilité non linéaire (FCON) (1-2).

Depuis quelques années, plusieurs chercheurs se sont intéressés au probleme de linéarisation [4-11].
L’observateur de Luenberger [12] permet d’estimer les états inconnues ainsi que les états mesurés (les
sorties). Pour éviter la redondance dans les mesures, il a introduit 'observateur réduit. A notre connais-
sance, jusqu’aujourd’hui, la notion d’observateur réduit n’est jamais introduite pour les systémes non
linéaires. Ce papier est consacré a 'introduction de cette notion pour les systemes non linéaires. Ceci,
d’une part, comme pour les systemes linéaires, va éviter la redondance des mesures et d’autre part va
augmenter la classe des systémes qui admettent un observateur robuste. Le paragraphe qui suit donnera
les notations et une définition d’un observateur réduit. La section 3 donnera les conditions nécessaires et
suffisantes d’existence d’un difféomorphisme qui permet la mise sous cette forme. La section 4 présentera
un exemple académique de la mise sous forme normale réduite.

2 Notations et définition

On commencera cette section par une définition d’un observateur réduit. Puis, pour fixer les idées on
donnera un exemple. Sans perte de généralité, on considere un systeme dynamique sous la forme suivante :

5.6‘1 = Fl(CC)
&y = Fy(x) (7)
Y= T2

ol x = (z1,x2) € R™ est 'état du systéme et y = x5 est ’état mesuré. On dit aussi que y est la sortie du
systeme dynamique.

Définition 1. On dit qu’un systeme dynamique de la forme :
Ty = F1(21,72) (8)
est un observateur réduit du systéme dynamique (7) si

Jm [} 21 (8) =21 (1) [|= 0. (9)

Rappelons un résultat bien connu pour les systémes linéaires, c’est-a-dire qu'un systéme de la forme (7)
peut s’écrire comme suit :

@1 = Anwy + Arara

jfz = A21331 + AQQIQ (10)

Yy =22
ol les A;; sont des matrices. Il est facile de voir [12] qu'un tel systéeme dynamique a pour observateur
réduit : '

1 = A1 + Aroxe + K(Asizq — Ao ), (11)

avec As1x1 = 1 — Aaoy. En effet, 'erreur de 'observation e = &1 — x1 est régie par la dynamique linéaire
suivante :

é = (A11 - KAgl)e, (12)
qui est stabilisable par K, dés que la paire (A11, A1) est observable.

Remarque 1. Pobservateur réduit introduit (11) par Luenberger [12] permet d’éviter la redondance dans
les mesures. Cependant, la nouvelle sortie Asjx; peut contenir plus d’informations que ce que l'on a
besoin. L’exemple qui suit montre bien ce fait.

&y = (+ 0,8y = 21,23 = T2
¢ =x3+ (9 =axr;+ bxy +crs
y = (¢ 9T,
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c’est-a-dire que

ce qui montre que pour faire un observateur réduit, on aura uniquement besoin de I'information provenant
de I'équation { = x3 + (. Par la suite, on tiendra compte de ce fait.

3 Formes normales d’observabilité non linéaires réduites

Cette section est consacrée a la forme normale d’observabilité réduite et & 'observateur réduit corres-
pondant. On considere le systeme dynamique suivant :

i =Az+ B(y1)zr + p(y)
§=a1(y1)z + az(y)

77 = u(z,y)

y= Ty = (07"

avec
z= (21, ,2)  €R"
ﬂ:(ﬁla"'vﬁ'ﬁ)TeRr
p=(p1,---,p)" €R"
n=(m, )T €RP
EeRa; eRaz €R
ou
0--- 0 00O
1--- 0 00
A: '.' 'E
0--- 1 00
0--- 0 10

etzT:CzavecC:(O-~- 001).

Remarque 2. Puisque, il est supposé que le systeme (13) est observable, alors z, dans(13) doit étre mesuré
de y1, donc on supposera que a;(y) # 0.

A partir de (13), il vient que si 'on peut mesurer y; et 1, alors on peut mesurer une nouvelle sortie
Y comme étant une fonction de yo, y; et de sa dérivée 9, qui est de la forme :

Y =ar'(y) (h — az2(y)) (14)
Par conséquent, on a le résultat préliminaire suivant :
Proposition 1. Le systéeme dynamique :
£= A2+ B(y1)C2 + ply) — K(y)(Y - C2) (15)

ot K(y1) = —B(y1) + k et Y défini par (14), est un observateur réduit pour le systéme dynamique (13),
si on choisit k de sorte que la matrice (A + kC) est Hurwitz.

Démonstration. Soit e = 2 — z lerreur d’observation. Puisque z,. = Cz, alors on peut déduire de (13) et
de (15) la dynamique de l'erreur comme :

é=[A+ (B(y1) + K(y1))Cle (16)
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Puisque pour un systeme dynamique observable on peut choisir arbitrairement la matrice des gains
K (y1), alors si on pose
K(y1) = =B(y) +r

la dynamique de 'erreur devient :
é=(A+ kC)e. (17)

Par conséquent, si x est choisit telle que (A + kC') est Hurwitz, alors la convergence de 2 & z est garantie.

Remarque 3. 11 est clair de Pexpression de Y en (14) que l'observateur (15) contient explicitement la
dérivée g; de la sortie y;. Ce qui est un inconvenient comme il a été signalé dans I'introduction. Pour y
remédier, on introduit comme pour les systémes linéaires ’estimateur algébrique suivant :

(=2+1(y1)
o I'(y1) = [ K(y1)a~'(y1)dy:. De sorte que I'observateur est donnée par :
{42 00400 = (4 kO 0) K)o as)
2=C—TI'(y)

La déduction de la forme (18) est évidente, et on omet la démonstration a cause de la limite de place.

4 Le changement de coordonnées

Dans cette section, on présentera les conditions nécessaires et suffisantes que doit satisfaire un systeme
dynamique pour se mettre sous la forme canonique réduite (13). Ceci va concerner la classe de systeémes
dynamiques de la forme suivante :

x:Fl(I7<a19):f(xaC719) (19)
C' = F21($, Cvﬂ) = Vl(g)H(aj) + 72(4779) (20)
¥ = Faa(x,(,9) = e (x,(,0) (21)
y= (") (22)

otz €R", (R, ¥ eRP, ycRPFL f:R™PH L R" H € R, v; ety, sont de dimensions convenables.
En outre on suppose que le systéme (19-22) est observable au sens du rang. C’est-a-dire que les 1-formes

d’observabilité suivantes : _
0; =dLy ' H

for 1 <i < r sont indépendantes. On note ainsi
F=(f" "
T
Fy = (F3), Fp)

que la décomposition F» en Fy; and Fbs ainsi que la condition d’observabilité impliquent que 71 (¢) # 0.
Maintenant, on définit un champ de vecteurs 71 par les équations suivantes :

0j(r1) =0, pour 1 <j<r—1
Or (1) =1 (23)

Puis, par induction on définit la famille de champs de vecteurs 7; comme suit :
7j = [7j-1, f] pour 2 <j <.

Comme on va le voir I'existence du difféomorphisme implique nécessairement que les 7; commutent.
C’est-a-dire : [r;, ;] =0 pour 1 <i <retl<j<r. Onsuppose donc que cette derniere condition est
satisfaite, et soient o, v1,--- , 1, des champs de vecteurs tels que :
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- [TiaTj] = [Ti7a] = [7'7;71/[] = [G7Vl] = [Z/Z,I/S] =0 pour 1 S Z7] S retl S Z;S Spa
—d¢(o)=1et dd(o)=0; ‘
— d¢(vj) =0 et d;(vj) = 6] pour 1 <4,j < p o §] représentent les symboles de Kronecker.

Posons
0= (917 o 707‘7d<ad’l917 e ad’ﬂp)T

et soit A = 6(r;,0,v;) pour 1 <i<retl<j<plévaluation de § sur le repeére (7;,0,v;). On pose
w= A",
c’est une multi-1 forme différentielle combinaison linéaire 8;, d¢ et d; pour 1 <i<ret1 < j < p. Elle

est décomposée en w = (Zl> ol we = (d¢, dvy, - - ,dﬁp)T. On a le résultat suivant :
2

Théoreme 1. I existe un difféomorphisme (z,€,n) = ¢(x,(, ) qui transforme (19-22) sous la forme
canonique réduite (13) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. [m,71] =0, for1<i<r, 1<j<r;

2. |1, F] = V(y1) est un champs de vecteur qui ne dépend que de y; modulo le sous espace vectoriel
engendré par {1;,0} pour 1 <i<r;

3. [15, F2] € kerwy pour 1 <j<r—1.

Comme la longueur de l'article ne le permet pas, nous allons omettre la preuve, et donner un exemple
pour illustrer ce résultat. Mais la preuve peut étre facilement faite par I’adaptation des méthodes utilisées
dans [11,5].

Ezemple 1. On considere le systéme dynamique suivant :

. . 1
T = 19+$2.T3,$2 =2 +(E3< — §w§

j}3 =x9 + <7C = 0‘(()1‘3719 = /J,(%,C,’l?)
y=(¢"07)"

Un calcul facile donne le repere d’observabilité comme suit :
L,
0, = dxs,05 = dxo +d(,03 =dry +d | x3¢ — 5.’173

e -9 _90 _ 0 _9 9
91’ 2 Bwg’ P Bws oz’ T act T a0,

Donc il est facile de montrer que :

™ =

73, F] = *Ci +C8ix2 = —(11 + (™

8l‘1
00100
01010
Ensuite, on pose A = 6(7y,72,0,v) qui nous donne A= [ 10& xz3 0| . On en déduit :
00010
00001

w=A"19 = (dzy — x3dxs, dxs, dus, dC, d9)”
ot wy = (dxy — x3dxs, dre,drs)”, qui fournit

wl[Tl,F] :wl[TQ,F} =0
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Ainsi toutes les conditions du Théoréme 1 sont satisfaites, et le systéme peut étre transmis sous la forme
canonique proposée. D’apres 1'expression de w, on obtient le difféomorphisme suivant :

T
1
T
¢(l‘) = (217Z2723a§777) = (xl - 2x§7I27x3aC719)
D’ou la forme normale réduite suivante :

Z1=n—C&z3, 22=21+¢&23
733 = 22 +£ 3 f = 04(5)23,7.7 = /U'(Zaf,n)
T T\T
y=(".n")
Remarque 4. 1. Le théoréeme ci-dessus peut étre énoncé pour le cas ou y; est constituée de plusieurs
sorties.

2. On peut écrire I’équivalent du théoreme pour les systemes a temps discret.

5 conclusion

Dans cette note, on a fait la lumiere sur une nouvelle forme d’observabilité qui supporte un observateur
réduit. Ce dernier bien connu pour les systemes linéaires, a notre connaissance, n’a pas encore était exploité
pour les systémes dynamiques non linéaires.
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