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Résumé. En se propageant, ’excitation électrique initiée au niveau du noeud sinusal peut rencontrer des obstacles
et des frontieres non-excitables dans les tissus myocardiques. Cette rencontre peut engendrer des conséquences pa-
thologiques telles que des arythmies. Dans cet article, la condition de propagation dans une géométrie particuliere
formée d’un couloir étroit de myocytes relié & une masse plus large de myocytes est étudiée. A l'interface, les ondes
ralentissent ou se bloquent selon la largeur du couloir. Une approche analytique pour déterminer la condition de
blocage basée sur les fronts d’ondes planaires et les ondes circulaires stationnaires est présentée. L’influence de la
géométrie du tissu sur la vitesse de conduction de I'onde est examinée.

Abstract. The behaviour of impulse propagation in the presence of non-excitable scar and boundaries is a
complex phenomenon and induces pathological consequences in cardiac tissue. In this article, a geometrical confi-
guration is considered so that cardiac waves propagate through a thin strand, which is connected to a large mass
of cells. At this interface, waves can slow down or even be blocked depending on the width of the strand. We
present an analytical approach leading to determine the blockage condition, by introducing planar travelling wa-
vefront and circular stationary wave. Eventually, the influence of the tissue geometry is examined on the impulse
propagation velocity.

En se propageant, l'excitation électrique, initiée au niveau du noeud sinusal, peut rencontrer des
obstacles et des frontieres non-excitables dans les tissus myocardiques. Cette rencontre peut engendrer
des conséquences pathologiques telles que des arythmies. Dans la plupart des cas, les arythmies menent a
linfarctus du myocarde qui peut étre le syndrome ultime d’une variété de maladies cardiaques [1]. Dans
des conditions pathologiques, ’onde cardiaque peut étre bloquée par exemple par des zones constituées de
cellules non-excitables, qui peuvent induire un circuit de réentrée dans le tissu endocardiaque. Néanmoins,
les caractéristiques géométriques normales peuvent également impliquer une variation des propriétés de
conduction, comme celles des voies atrioventriculaires, se composant de chemins étroits de myocytes allant
de V'oreillette au ventricule [2]. Des recherches menées ces derniéres années ont montré que larchitecture
du réseau cellulaire formant le myocarde [3] et la géométrie des ondes d’excitation [5,6,7] interviennent
dans la naissance des arythmies cardiaques. Par exemple, des ondes spirales provoquent des mécanismes
arythmogéniques dans le ventricule [8] ou encore les ondes deviennent instables dues aux arythmies
cardiaques [9]. Une partie des études sur la propagation d’onde (potentiel d’action) dans les cellules
cardiaques se basent sur des modeles mathématiques [10,11,12,13,14] et sur la dynamique non-linéaire.
Un des modeles le plus utilisé de I'excitation et de la propagation de I'impulsion cardiaque est défini par
léquation de FitzHugh-Nagumo (FHN) [15]. Celui-ci reproduit d’une maniére qualitative la forme d’un
potentiel d’action mais surtout permet une approche analytique. Le but de cet article est d’étudier la
condition de propagation dans une géométrie particuliere composée d’un couloir étroit relié a une masse
plus large de myocytes. En utilisant une version modifiée de 1’équation de FHN, nous montrons par une
approche asymptotique basée sur le principe d’Huygens, qu’une onde plane en traversant l'interface entre
les deux parties du systeme, se transforme en une onde circulaire. La vitesse de conduction diminue et
un phénomene d’arrét de propagation survient selon la largeur du couloir. Nous déterminons d’une part
la largeur minimale du couloir qui permet la propagation de ’onde, et d’autre part la largeur optimale
du couloir qui réduit au minimum le délai de passage de 'onde a l'interface des deux parties du systeme.
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1 Méthodes et résultats

Un modele bidimensionnel est utilisé pour décrire la propagation de 'onde (potentiel d’action) dans
une fine tranche de tissu cardiaque. Le milieu est isotrope et sa représentation schématique est donnée
par la Fig. 1.

Fig.1. Diagramme schématique de la géométrie du tissu. l1 (resp.l2) est la largeur du domaine (1) (resp. domaine
(2)). La fleche indique la direction de la propagation, la zone en noir représente la condition initiale.

Dans le domaine d’étude, les équations correspondantes modélisant ce systéme sont :

ov
- (1)
W = E(V — ’}/W) 5

ou D est le parametre de diffusion, ¢ est le temps, A est 'opérateur Laplacien, V est la tension trans-
membranaire. W est la variable de recouvrement, qui indique la capacité (due au courant potassique) du
milieu a retourner a son état de repos, apres la propagation des impulsions et la fonction non-linéaire
f(V) représente le comportement du courant sodique. Habituellement, f(V') est une fonction cubique,
mais une simplification usuelle approxime cette fonction en une expression linéaire par morceaux. La
caractérisation de la vitesse du potentiel d’action revient a déterminer la vitesse du front montant de
Iimpulsion, donnée par ¢ =0 et W(¢) = 0 Vt. Le systéme (1) devient

%zDAV—[V—H(V—a)], (2)
ol « est un seuil entre le role passif et actif de la conductance du sodium (0 < o < 1/2) et H est la
fonction d’Heaviside. Ce systeme est borné par les conditions de frontiéres de Neumann, de sorte que

2%

0
ol — dénote la dérivée normale externe a la frontiere du domaine borné. Pour étudier une propagation

n
a linterface, un front d’onde planaire est initié dans le domaine (1). La symétrie induite par ce choix de
configuration nous permet de ramener le systéme a un milieu unidimensionnel continu de sorte que le
systeme puisse étre décrit par ’équation bistable suivante,

ov 0%V

—=D——-[V-HV —-a)|. 4

=D [V~ H(V ~ a) (4)
En introduisant une coordonnée de propagation £ = xz—ct, ou c est la vitesse du front et x est le parametre
spatial représentant les cellules, eq. (4) peut étre écrit de sorte que

0%V ov

a—€2+ca—57[fo(V—a)]:o, (5)

qui se rapporte, en respectant la condition de continuité C?, & la solution propagative dans le domain
(1) :
V(€) = aer21¢, siV <a (6)
V() =(a—1)eM2* +1,siV >a),
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olt A2 = —55 + 11/(£)2 + 4. Notez que dans [16], la stabilité de ce genre de solution dans un milieu
infini a été analysée. Quand cette onde atteint l'interface, une rupture de symétrie se produit, selon la
largeur [y (resp. l2) du domaine (1) (resp. domaine (2)) :
—sil; < l. < lg, 'onde plane incidente est bloquée a l'interface, ou [, est une largeur critique a
déterminer,
— sily > 13 > ., 'onde plane est transformée en une onde circulaire ({1 petit) ou en une onde elliptique
(I1 grand),
— sil; = la, une onde plane se propage dans le domaine (2), selon (6).
En cas de blocage, a l'interface des deux domaines, les simulations numériques montrent que la forme de
I’onde stationnaire est circulaire. Par conséquent, elle correspond a l’existence d’une solution stationnaire
circulaire dans le domaine (2). Afin de déterminer la valeur critique ., nous devons exprimer la solution
stationnaire dans le cas d’une onde circulaire. En raison de cette symétrie circulaire, nous recherchons
une solution stationnaire V(r) avec 7, la coordonnée radiale; I’eq. (2) devient alors

0’V 19V

(gz T o5 =V —HV ~a) (7)

1
En introduisant p = 4/ —, eq. (7) devient

D
%Jr%%—‘;VH(Va). (8)
Soit r, défini par V(r,) = a.
- siV < a, eq. (8) devient (?;7‘2/ + %g—‘; — V =0 et la solution stationnaire est
V(p) = Arlo(p) + B1Ko(p) , 9)

ou Iy et Ky représentent respectivement les fonctions de Bessel modifiées du ler et du 2nd ordre.

0’V 19V
- 81V > a,eq. (8) devient — + ——— — V + 1 =0 et la solution stationnaire est
dp*  pOp
Vi(p) = 1+ Azlo(p) + B2Ko(p). (10)

Les conditions suivantes sont imposées pour trouver les constantes Ay, By, As et By :
- V(r — o0) =0 mene a A; =0.
- V(r=0)="Vy > a meéne a By =0.
Vo est 'amplitude maximale de la condition initiale correspondante a r = 0.

Finalement, la condition de continuité C° permet de connaitre B; et Ag, la solution stationnaire s’exprime
alors par
aKo(75)

Ko(%5) '

V(r) = sir>rg,

(11)

ou r, est déterminé par :

ra = VDI () (12

Une illustration de cette onde est présentée a la Fig. (2a).
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(a) Profil de 'onde stationnaire avec D = 1, (b) lc en fonction de a (D = 1). Les
a=0.2, 7, =0.8186 et Vo = 0.319. résultats théoriques (cf eq.(14)) en trait
continu, les résultats numériques en trait
discontinu.

Fig.2.

La solution stationnaire donnée par eq. (11) permet de déterminer la largeur critique {.. En effet,
la situation de blocage correspond au cas ot une onde plane se propageant dans le domaine (1), donne
naissance & une onde circulaire dans le domaine (2). En s’inspirant du principe de Huygens dans la
dispersion optique, on suppose que chaque cellule élémentaire provoque une onde circulaire qui méne
en une premiére approximation & une onde circulaire globale de propagation dans le domaine (2). En
sachant que le déclenchement d’un front d’onde dans le domaine (2) exige une zone minimale ol les
cellules sont excitées (i.e. V' > «), nous supposons que cette zone, dans le cas du blocage, est 'endroit de
la transformation de I'onde plane avec une vitesse nulle et ot V' > a. Comme ¢ = 0, ceci implique

Vr) = (a—1)eVa =T 11 (13)

our. =1./2 = rq. Quand r > r, (V < a) la distribution spatiale correspond & l'onde stationnaire
circulaire définie précédemment (premiére équation du systeme (11)). Les conditions de continuité C° et
C'! permettent de déterminer I. de . implicitement obtenu par

oy T D) a8

KQ(’I"C %)

Une comparaison entre les prévisions théoriques et les simulations numériques montre une bonne cor-
rélation entre elles, comme illustré a la Fig. (2b) (résultat basé sur une méthode de différences finies
en utilisant P’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 sur une grille de 100 % 100). Outre le phénomene de
blocage confirmé numériquement quand {; < [., les simulations numériques indiquent que la propagation
de Ponde dans le domaine (2) induit un délai en raison de la transformation de 'onde plane en un front
d’ondes courbe. En fait, ce retard est nécessaire pour que les cellules atteignent leur seuil d’excitation, tel
qu’observé expérimentalement [2]. Dans la partie qui suit, nous présentons une étude numérique montrant
le rapport entre la vitesse, les parametres intrinseques du modele et les caractéristiques géométriques du
tissu cardiaque. Un schéma illustrant la forme géométrique du tissu est donnée par la Fig. 3, ou [ est la
largeur du domaine (1), V; est la vitesse du front d’ondes se situant complétement dans le domaine (1),
V, est la vitesse du front d’ondes se situant complétement dans le domaine (2) et V; est la vitesse du front
d’ondes entre une cellule dans le domaine (1) et une deuxiéme cellule dans le domaine (2).

La Fig. (4a) montre les différentes vitesses du front d’ondes lorsque o« = 0.4 et D = 0.5, en fonction
de [ (exprimé en nombre de cellules). Les résultats indiquent que la vitesse de l'onde circulaire dans le
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domaine (2) dépend de la largeur I du couloir et donc du rayon de courbure de 'onde. Il existe une valeur

critique [, de ! en-dessous de laquelle un arrét de propagation survient lors de la transition entre les 2

domaines, montré a la Fig. (5b). Quand [ est assez grand, les vitesses sont égales et le front d’ondes n’est

pas perturbé par 'interface. Entre ces deux cas, la rupture de symétrie implique un délai correspondant

a la transformation géométrique de 'onde plane en un front d’ondes non planaires (voir la Fig. (5a) ol

une onde circulaire apparait juste apres la région de transition). Soit ¢, le temps dont le front d’ondes a
d

Vi o Ve

besoin pour traverser l'interface tel que t, = avec d;, la distance entre les différentes parties

5
+|s
<k

VO c
du milieu pour lequel la vitesse est V; (i = t,0,c¢). La Fig. (4b) montre que ce retard global peut étre

positif ou négatif selon la valeur de I. Notez que ce retard peut engendrer des phénomenes de réentrée dus
a un manque de synchronicité entre les fronts d’ondes venant de différentes voies. Les résultats indiquent
que, en plus du cas de couloirs larges, il existe une largeur optimale [,,: autour de laquelle le retard est
négligeable (voir la Fig. (4b)). Par conséquent, il pourrait exister une relation possible entre la longueur
et la largeur des couloirs empéchant les changements dramatiques de l'activité cardiaque.
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2 Conclusion

Dans cette étude, une solution analytique d’un front d’onde dans le cas d’une onde plane a été détermi-
née. Le critere d’initiation des ondes circulaires a été étudié, basé sur I'existence des ondes stationnaires,
pouvant empécher la propagation. Cet arrét dépend non seulement du seuil de non-linéarité et du coeffi-
cient de diffusion mais également de la morphologie géométrique du syncytium cardiaque et de la forme
du front d’onde d’excitation. Ce travail pourrait éventuellement étre appliqué pour éviter des phénomenes
de réentrée. En d’autres termes, ces résultats pourraient modifier les stratégies utilisées pendant les procé-
dures d’ablation de cellules lors des arythmies. En effet, des applications précises d’ondes radiofréquences
a lintérieur de tissu cardiaque ont pu améliorer la vitesse de conduction dans des zones et empécher
les réentrées [17]. Ceci correspondrait a fixer une largeur optimisée de sorte que le retard deviendrait
négligeable, ce qui assurerait alors la synchronicité entre les ondes venant de différents chemins.
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