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Résumé. Nous considérons des perturbations aléatoires de I’équation de Schrédinger non linéaire en dimension 1
avec une non linéarité cubique focalisante. Cette équation intervient comme modele de propagation d’enveloppes
de paquets d’ondes dans les fibres optiques. Les bruits additifs ou multiplicatifs sont induits par une amplification
qui compenserait exactement la perte dans la fibre. Nous les supposerons blancs en espace et colorés en temps.
Dans le cas du bruit additif nous considérerons la limite ou les corrélations temporelles du bruit tendent vers 0. Du
fait du bruit, de petite amplitude, des erreurs de transmission par solitons peuvent se produire. Nous déduisons
de résultats de grandes déviations pour les trajectoires des solutions, ’asymptotique de petit bruit des queues
de I’énergie et du temps d’arrivée du signal. La fluctuation de ces deux grandeurs est supposée étre la source
principale d’erreur de transmission. Nous étudions plus particulierement les ordres de grandeur en la longueur de
la fibre et en ’amplitude de la donnée initiale profil de soliton.

Abstract. We consider random perturbations of the focusing cubic one dimensional nonlinear Schrédinger equa-
tion. This equation is a model for the propagation of wave packets in optical fibers. The noises, either additive
or multiplicative, are induced by certain amplification procedures which would compensate exactly for loss in the
fiber. We consider noises which are white in space and colored in time. In the additive case, we consider the limit
where the correlations in time tend to zero. Due to the small amplitude noise, error in soliton based transmission
may occur. We deduce from large deviations results at the level of the paths of the solutions, the small noise
asymptotic of the tails of the energy and arrival time of the pulse. The fluctuation of these quantities is assumed
to be the main source of error in transmission. We study in more details the qualitative behavior of these tails
with respect to the length of the fiber and the amplitude of the initial datum when it is a soliton profile.

L’équation de Schrédinger non linéaire faiblement amortie, en dimension 1, avec non linéarité cubique
et défocalisante, est un modele de propagation d’enveloppes de paquets d’ondes dans les fibres optiques.
Elle s’écrit,

[ Ou 0u 9 1 1
i| 5, Tou =W+|u| u, a>0, weH (teR,C):=H", wu(t,0)=up, z€l0,L]. (1)
X

Lorsque o = 0, des ondes solitaires sont solutions de I’équation. Elles s’écrivent sous la forme
V2Asech(A(t — to)) exp (—iA%x + i) , (2)

ou A > 0 est amplitude, ty et 6y sont respectivement le temps et la phase initiale. Il a été suggéré
d’utiliser ces solutions, localisées en temps, pour transmettre des bits a tres haut débit sur de longues
distances. Une donnée initiale profil de soliton ug = ¥4 (t) = v/2Asech(At) permettrait de coder un 1,
une donnée initiale nulle un 0. Afin de compenser la perte dans la fibre, qui empéche la propagation sur
de longues distances, typiquement L de l'ordre de 1000 km, plusieurs amplification sont envisageables.
Nous supposons que les amplifications compensent exactement ’amortissement et qu’alors oo = 0.
D’apres le principe d’incertitude d’Heisenberg, I’amplification est accompagnée d’une incertitude sur le
signal représentée par un terme de bruit Gaussien. Pour des amplificateurs dopés a I’Erbium, réguliérement
espacés le long de la fibre, ou des amplificateurs distribués, une bonne approximation du bruit est un bruit
additif. Le bruit est représenté par un terme supplémentaire ++/en dans (1). La fonction 1 est fonction
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du temps et de l'espace, a valeurs complexes. Dans le cas d’une amplification de Raman ou par mélange
paramétrique de 4 ondes, le bruit est multiplicatif réel. Il est représenté par un terme ++/en o u dans
(1), n est cette fois & valeurs réelles et o le produit Stratonovich. Dans ce cas, la norme L? en temps est
constante le long de la fibre. Dans le cas du bruit additif complexe, cette norme fluctue aléatoirement. Le
coefficient /¢ est 'amplitude du bruit, elle est supposée petite.

Le bruit 7 s’exprime sous la forme %—‘f ot (W), est un processus de Wiener dans un espace de
Sobolev basé sur L2, pour la variable de temps, de type H®. L’EDP stochastique a un sens sous forme
intégrale. Dans le cas du bruit additif, nous considérons l’espace H', dans le cas du bruit multiplicatif
nous considérons l'espace H*(R,R) olt s > 3/2. Pour des raisons de sommabilité, le processus de Wiener
doit avoir des corrélations en temps. Néanmoins, lorsque le semi-groupe associé a 'opérateur linéaire
possede des propriétés de régularisation globale, ce qui n’est pas le cas du groupe de Schrodinger, et
lorsque 'on s’intéresse a des solutions faibles, il est parfois possible de traiter le cas du bruit blanc. Sous
les hypotheses précédentes le probleme de Cauchy est globalement bien posé (si nous faisons comme si la
variable z indigait le temps) dans H', c.f. [2].

A DPextrémité de la fibre, un récepteur mesure 1’énergie du signal sur une fenétre en temps qui s’exprime
en fonction de la période inter émission des bits

1 T/ €,u, 2 0
T/ |u&"0(t, L)|" dt, up =0 ou ug = ¥y.
—T/2

ou u®"0 est la solution des équations avec petit bruit additif ou multiplicatif. Lorsque la quantité mesurée
excede un seuil Iy, il est décidé que le signal émis était un 1, sinon qu’il s’agissait d’'un 0. Du fait du bruit,
des erreurs de transmission peuvent se produire.

Deux grandeurs sont particulierement pertinentes lorsque 1’on s’intéresse aux erreurs de transmission :
I’énergie

N (u“" (L)) = /IR luSt (¢, L) dt, up = 0 ou ug = ¥4

Y (u% (L)) - /R ¢

défini pour des solutions dans I’espace de Hilbert

et le temps d’arrivée

ua(t, L)

2
’dt

2
L2

s = {f et te VIHIf(1) €12}, muni de |1£13 = 11 + [t — VI

Dans le cas d’un bruit additif, le taux d’erreur sur les bits s’exprime alors sous la forme P(1|0)p(0) +
P(0[]1)p(1) ou P(1|0) est la probabilité que le circuit décide de maniére erronée qu’un 1 a été émis alors
qu’un 0 était émis (on définit de maniére analogue P(0|1)); p(0) et p(1) sont les probabilités de transmettre
0 et 1. Lorsque le nombre de bits du message est élevé on suppose que p(0) = p(1) = % L’obtention de cette
grandeur nécessite de connaitre les probabilités conditionnelles et donc les queues de la loi de la quantité
mesurée en 'extrémité de la fibre pour une donnée initiale nulle ou profil de soliton. L’approximation
Gaussienne est souvent utilisée en pratique et cette pratique est critiquable. En pratique, lorsque la
donnée initiale est nulle, le bruit peut créer un signal d’énergie importante. On peut alors décider par
erreur qu'un 1 a été émis. Lorsque qu'un 1 a été émis, il est communément admis que la fluctuation de
I’énergie et du temps d’arrivée sont les causes principales de la perte du signal. Nous considérons donc les
queues de I'énergie pour des données initiales nulles et profils de solitons ainsi que les queues du temps
d’arrivée pour des données initiales profils de solitons. Nous intéressons a l'influence de la longueur de la
fibre et de 'amplitude (cas du temps d’arrivée seulement) sur ces grandeurs.

Si le bruit est multiplicatif, ’énergie est conservée et une erreur correspond a la perte d’un 1. Cette
erreur est due a une fluctuation du temps d’arrivée.

Dans 'essentiel des articles les solutions sont approchées par solutions particulieres de type ansatz
ol un nombre fini de parametres fluctuent aléatoirement selon un systeme de diffusions couplées. Des

articles étudient la variance de la loi du temps d’arrivée ([1,6,10,11]), d’autres la distribution de ’énergie
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ou de la loi jointe de 'énergie et de la position ([5,7,12]), enfin des méthodes numériques ont aussi été
étudiées ([3,13]).

Dans cet article, nous utilisons des techniques de grandes déviations au niveau des trajectoires des
solutions afin d’encadrer les limites de petits bruits du logarithme des queues de 1’énergie et du temps
d’arrivée. Nous ne ferons pas 'approximation par une solution ansatz.

1 Des résultats de grandes déviations

Lorsque le bruit tend vers 0, les lois des trajectoires des solutions se concentrent vers un dirac en
la solution déterministe, un résultat de grandes déviations nous renseigne sur, 1’échelle, la vitesse et le
taux auxquels la probabilité d’un événement des queues (qui ne contient pas la solution déterministe)
tend vers zéro. Dans [8,9] nous avons prouvé des principes de grandes déviations (PGDs) pour des bruits
additifs ou multiplicatifs. Ces résultats se transportent par image directe par des applications continues.
Nous souhaitons donc que I'énergie et le temps d’arrivée en 'extrémité de la fibre soient continues en
la solution en l'extrémité de la fibre. Si nous définissons W = @W° ou W€ est le processus de Wiener
cylindrique ideal (sans corrélations temporelles),

S ={f et st tf(t) €12} muni de lanorme |13 = | fIlE: + it — £
S%Uo(h) 'unique solution faible du probléme de controle

- AU 2u
zg—m = ‘g? + |ul*u + ®h, 3)
u(0) =uog € ¥ and h € L?(0,L;L?),
et S" "0 (h) l'unique solution faible du probléme de contrdle ou I’équation contrdlée est
du  0%u
— = =
dz  Ot?

nous avons le le résultat qui suit, c.f. [4], qui permet de traiter le temps d’arrivée.

+ |ul?u + udh, (4)

Théoréme 1. Supposons que & soit Hilbert-Schmidt de L? dans X dans le cas additif et de L? dans
H*(R,R) avec s > 3/2 dans le cas multiplicatif. Supposons que ug appartienne ¢ X. Alors, les solutions
de I’équation (1) perturbées par le petit bruit sont presque sirement dans C([0, L]; X/?). Elles définissent
des variable aléatoires a valeurs dans C([0, L]; £1/2) et leurs lois (MUG’HU)DO satisfont un PGD de vitesse
€ et de fonction de tauz

1
I%(w) = = inf R\|22 00 112)s
(w) 5 heLz(OyL;Lg){ w8 (uo.h) I ||L2(0,L,Lz)

ot S(ug, ) = S¥*0(-) dans le cas additif et S(ug,-) = S™Y(-) dans le cas multiplicatif, avec la convention
inf ) = oo. Cela signifie que, pour chaque Borélien B de C ([O, L]; 21/2), nous avons la borne inférieure

— inf %0 <l logP (u®" € B
el T7°(0) < e gelogP (u™ € B

Int(B) désigne Uintérieur, et la borne supérieure

lim_pelogP (u“"* € B) < — inf I"*(w).
weB

De plus les ensembles {w : IT"0(w) < r} pour r positif sont compacts (x).

Nous pouvons en déduire que les lois de ’énergie et du temps d’arrivée du signal en lextrémité L
satisfont des PGDs de vitesse € et de bonnes (la propriété () est satisfaite) fonctions de taux respective-
ment

I (n) = 5 infherz(o,Li2): N(Sew0 (h)(L))=n {”h”iz(O,L;LQ)} ,

I3 (y) = § 0fpere(0,4:L2): Y(S(uo,h) (L))=y ||h||iz(07L;L2) . S(ug,-) = S™"(-) ou S(ug,-) = S»H0(-).
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La stratégie utilisée pour minorer et majorer I’asymptotique de petits bruits du logarithme d’un événement
des queues est la suivante. Considérons par exemple I’événement D, = {Y (uﬁw% (L)) € [a, b]} ou [a, b]

est un intervalle qui ne contient pas 0. Le PGD donne

— inf I{(y) <lim, ,elogP (D,) < lim_pelogP (D.) < — inf I{(y).

ye(a,b) y€la,b]

Afin d’obtenir une borne inférieure nous cherchons un controle h tel que Y (S(ug,h)(L)) € (a,b) et
c= %||h||iZ(0 L.12) est aussi petit que possible. Alors nous avons

—c<lim._ eloglP (D).
La seconde étape consiste a utiliser des identités d’énergie pour I’équation controlée. Elles donnent une

minoration de la norme L? minimum du contréle h pour que le temps d’arrivée de la solution contrdlée
soit dans lintervalle [a,b] en T au lieu d’étre en 0. Nous obtenons donc une constante ¢ telle que

: 1 .
si Y (S(ug, h)(L)) € [a,b] alors §Hh||%2(0,L;L2) > ¢,

ce qui implique que L
lime_oelogP (D) < —¢.

La difficulté est d’obtenir des encadrements suffisamment précis pour que c et ¢ soient suffisamment
proches et aient le méme comportement en la longueur de la fibre et 'amplitude du signal initial.

2 Le cas d’un bruit additif

Afin d’obtenir des bornes inférieures, nous effectuons la minimisation sur I’ensemble des amplitudes
parametrant les solutions ansatz

Wy (t,z) = V2A(x) exp <z/ AQ(u)du> sech(A(x)t).
0
Pour D C R}, nous posons
1 ~ ~ 2
A, =<¢A:[0,L] >R, 3Re D: A(x) :R(%) }
A =340, R, 3RED: Aw) = (8- R-4VA-R) ()" + (-4+2V4- k) %+1}.

pour ¢ =1,2,

ci, = {h € L2(0,L;1L2), 3A € Ay« h(t,x) = i E W (1, x) — ivV2A (z) exp (—i [y A%(u)du) A(2)t (Ax)t) }

Nous obtenons le résultat suivant, c.f. [4,8].

Proposition 1. Pour tout L et R positifs (R € (0,4) pour (7), D dense dans [R, R+1] et (), . suite
d’opérateurs Hilbert-Schmidt a valeurs dans L? tels que pour tout h dans C}, ®,h — h dans L (0, L; L2)
et uniformément bornés comme opérateurs sur L2 par une constante C > 1 indépendente de L, nous
avons
R(12 + 7?%) %)
18L
R
*m; (6)

lim oelogP (N (UE’O’”(L)) > R) > —

22n—00,e—

Enﬂm,eﬁoelogﬂ” (N (uE’O(L)) > R) <
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et en remplagant C}, par C%,

(2— VA— R)2(12 + %)
9L '

lim, . —oelogP (N (u""(L)) 4 < —R) > — (7)
R2

Ty o0 c0¢ log P (N (u"g'?(L)) _4< —R) S e 8)

L’exposant n rappelle que @ est remplacé par @,,. Une telle suite existe, il suffit de prendre des troncatures
spectrales.

Nous ne considérons ici que le cas d'une donnée initiale profil de soliton.
Afin d’obtenir des bornes inférieures, nous effectuons la minimisation sur les fonctions = — A(z) interve-
nant dans la solution ansatz suivante

Wan(t,z) = v2Asech (A (t—2 [ [/ M dudy)) exp (2i fo y) [ [ AMw)dvdudy)
exp [—2A2.T +i fo (fo A du) dy — it [ My)dy + 2i ([ My)dy) (fy Jo Al dudy)}

Pour D C R nous posons

a1 ]
HE , ={h e L*0,L;L?), h(t,x) = (t - 2/ / dudy) U a(t,x), avec A\(z) = %,

Nous obtenons le résultat qui suit, c.f. [4].

Proposition 2. Pour tout L et R positifs (R € (0,4) pour (7), D dense dans [R, R+ 1] et (®n), N
suite d’opérateurs Hilbert-Schmidt a valeurs dans X tels que pour tout h dans H%A, ®,h — h dans
LY(0,L; X)) et uniformément bornés par un constante C(A) telle que pour A et L grands, il existe o tel
que C(A) > aA (xx), nous avons

. e,lPZ,n 7T2R2

hmnaoo’eﬁoelogﬁ” (Y (’LL (L)) Z R) = —m, (9)
— 0 R?
T,y o0 c0¢ log P (Y (ue’WA (L)) > R) < - . (10)

12813(1+ 2)2 (A + 55 ) C(A)?

Nous constatons que pour R de l'ordre de 'unité et L grand, la borne supérieure est de 'ordre de
fm. D’apres (xx), il n’y a pas de contradiction entre (9) et (10) sur ordre en A.

Nous avons finalement prouvé que les queues de la masse pour une donnée initiale nulle ne sont pas
Gaussiennes. Elles sont par contre indistingables de queues exponentielles sur une échelle logarithmique.
Les queues du temps d’arrivée sont elles indistingables, sur cette échelle, de queues Gaussiennes. Afin
d’obtenir les facteurs pré-exponentiels des queues nous pourrions utiliser des grandes déviations précises.
En ce qui concerne l'ordre en la longueur de la fibre, nous avons obtenu des bornes inférieures et supérieures
du méme ordre de grandeur en L. De plus, sur une échelle logarithmique, les queues de la masse sont
en exp (—LT), celles du temps d’arrivée sont en exp (—ﬁ), ainsi les queues du temps d’arrivée sont
beaucoup plus épaisses que celles de la masse. Par conséquent, la fluctuation du temps d’arrivée est
beaucoup plus pénalisante que celle de la masse.

L’effet Gordon-Hauss, c.f. [10], stipule que la variance du temps d’arrivée est de 'ordre de T3. Sous
I’hypothese que la loi est effectivement Gaussienne nous obtenons le méme résultat.

Dans certains papiers, par exemple [6], 'influence de Pamplitude de la donnée initiale sur le temps
d’arrivée est étudiée et de I'ordre de A3T3. Nous obtenons que l'ordre est au moins en A3.

Introduire des éléments de controle en ligne peut rendre exponentiellement moins importantes les queues
du temps d’arrivée prohibitives, c.f. [7]. Il est aussi possible d’optimiser sur ces contrdles & colt limité

comme suggéré dans [14].

Re D},



116

E. Gautier & A. Debussche

3 Le cas d’un bruit multiplicatif

Nous considérons ici un bruit de la forme u*0 o \/E%—VIV (x)+/etucoo % (x). Dans ce cas, les solutions
controlées donnent des controles dans I'image de @ dans H* (R, R) &tL(0, L; R) et possédent les propriétés
d’intégrabilité que 1’on souhaite. Nous obtenons des queues de 'ordre de exp (—€A+L3).

Proposition 3. Pour tout L, A et R positifs, & Hilbert-Schmidt a valeurs dans H*(R,R) ot s > %,

3R?

. €, 09 [ —
lim,_qelogP (Y (U A(L)) = R) = 128 A2

3 >2 R2
16/ 4213 max (”@Hi

Tim,_oe log P (Y (uf*”ﬁ(L)) > R) < - <
(12w (R R))’ 1)

Dans le cas du bruit blanc, probleme qui semble mal posé mathématiquement, nous nous attendons, au
vu du calcul sur la variance du temps d’arrivée dans [6], & des queues de I'ordre de exp (—ﬁ).
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