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Résumé. L’interaction entre une onde et un faisceau de particules chargées peut être décrite dans le cadre
Hamiltonien, dans lequel une structure cohérente de particules, appelée macro-particule, est responsable des
oscillations de l’intensité de l’onde. On rencontre notamment ce comportement dans les Lasers à Electrons Libres
ou dans les Tubes à Ondes Progressives. Dans cet article, nous proposons une méthode de contrôle afin d’influencer
la macro-particule grâce à une petite perturbation du Hamiltonien. Nous montrons que l’élargissement de la macro-
particule est associée à la reconstruction de tores invariants.

Abstract. The interaction between a wave and a bunch of charged particles can be cast in a Hamiltonian form
for which there is a coherent structure of particles, called macro-particle, responsible for the oscillations of the
intensity of the wave. This is encountered in a Free Electron Laser or a Travelling Wave Tube. In this article, we
apply a control technique to influence the macro-particle by a slight modification of the Hamiltonian. We show
that the enlargement of the macro-particle is associated with the recreation of invariant tori.

1 Introduction

L’interaction auto-cohérente entre une onde électromagnétiques (ou un ensemble d’ondes) et un fais-
ceau de particules chargées est omniprésente dans la physique atomique, la physique des accélérateurs
et la physique des plasmas. Elle est au coeur du fonctionnement de nombreux appareils, dont le Laser à
Electrons Libres (LEL), utilisé pour générer une lumière fortement cohérente et puissante, dont la lon-
gueur d’onde est réglable. A la différence des lasers classiques, l’effet laser est obtenu grâce à un faisceau
d’électrons ultra-relativistes. Le mécanisme responsable de l’émission cohérente des électrons repose sur
leur interaction avec une onde, à travers un ondulateur par exemple. Grâce au champ magnétostatique
généré par ce dernier, les électrons suivent des trajectoires sinusöıdales, le long desquelles ils émettent
une radiation synchrotron. L’onde initialement introduite dans le laser est alors amplifiée le long de
l’ondulateur jusqu’à ce que l’effet laser soit atteint.

L’évolution conjointe de l’onde générée et du faisceau de N électrons a été décrite, de manière simpli-
fiée, dans le formalisme Hamiltonien par Bonifacio et al [1] (dans le cadre d’un LEL Simple-Passage). Ce
Hamiltonien à N + 1 degrés de liberté présente une partie cinétique, associée aux particules, ainsi qu’un
terme potentiel, représentant l’interaction auto-cohérente entre les particules et l’onde. Les interactions
directes entre particules sont donc négligées, même si ces dernières interagissent par le biais de l’onde.

La théorie prévoit une instabilité exponentielle, suivie d’un régime saturé, caractérisé par de larges
oscillations de l’amplitude de l’onde. Un examen asymptotique de l’espace des phases permet de mettre en
évidence un paquet de particules piégées dans la résonance de l’onde, qui évoluent de manière cohérente
dans l’espace, à la manière d’une macro-particule. Les autres particules sont quasiment uniformément
distribuées entre deux frontières oscillantes, et circulent à travers un domaine appelé mer chaotique.

Cette observation permet de décrire par un Hamiltonien simplifié la dynamique saturée du laser. Dans
cette description, seuls quatre degrés de liberté sont pris en compte, respectivement associés à l’onde, la
macro-particule, ainsi qu’aux deux frontières oscillantes qui délimitent la mer chaotique [3].

Or la macro-particule tourne autour d’un point fixe, et cette dynamique particulaire est à l’origine des
oscillations de l’intensité. On peut donc supposer qu’une réduction importante de ces oscillations peut
être obtenue en élaborant une stratégie de contrôle vis-à-vis de la macro-particule. En particulier, il s’agit
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Fig.1. A gauche : intensité normalisée de l’onde issue du LEL, simulée à partir du Hamiltonien (1). A droite :
N = 10000 électrons dans l’espace des phases, à t = 400, 401.25, 402.5 et 403.75.

de confiner spatialement cet agrégat. Ajoutons que la structure de macro-particule est fortement liée au
facteur de bunching, un facteur d’importance primordiale dans la dynamique du LEL [3].

Il a été montré [9] qu’une onde-test, de fréquence voisine de celle de l’onde, avait pour effet de détruire
la macro-particule, oeuvrant au dépiégeage des particules. Les conséquences de cette stratégie ont été
observées sur un Tube à Ondes Progressives [6], notamment l’amortissement des oscillations, toutefois
accompagnée par une baisse systématique de la valeur moyenne de l’intensité.

Dans cet article, nous nous concentrons sur la macro-particule, entité née de l’interaction entre l’onde
et les particules. Nous développons une technique afin d’influencer - sinon de contrôler - son évolution,
ouvrant la perspective, à terme, de stabiliser l’intensité du laser. A cette fin, nous étudions la dynamique
d’une particule-test et calculons un terme de contrôle approprié, de faible amplitude, qui agit comme une
perturbation de la dynamique. Celui-ci a pour effet de générer un élargissement de la macro-particule.
On observe aussi une régularisation de la dynamique, ainsi qu’en témoignent les tores invariants apparus
autour du coeur de particules piégées.

L’article est organisé de la manière suivante : dans la section 2, nous introduisons le modèle de
particule-test et précisons rapidement son obtention à partir du Hamiltonien initial à N particules. Dans
la section 3, nous présentons le contrôle de la dynamique d’une particule-test, à travers la reconstruction
de tores invariants de sa dynamique. Enfin, nous discutons les possibles implications de la présente analyse.

2 Le modèle de particule-test

La dynamique de l’interaction d’une onde avec N particules peut être décrite par le Hamiltonien [1] :

HN =

N
∑

i=1

[
p2

i

2
− 2

√

I

N
cos (θi + φ)], (1)

où les (θi, pi) sont la position et l’impulsion du i-ème électron, tandis que (φ, I) représente la phase et
l’intensité de l’onde.

Dans le modèle de particule-test, les variables conjuguées (φ, I) sont remplacées par deux fonctions
du temps φ(t) et I(t), obtenues à partir de simulations de la dynamique complète à N particules. En
d’autres termes, nous négligeons formellement la rétroaction des électrons sur le champ.

Le Hamiltonien à N particules (1) s’écrit alors comme la somme de N Hamiltoniens découplés

H̃N =

N
∑

i=1

H1p(θi, pi, t), (2)
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avec

H1p(θ, p, t) =
p2

2
− 2

√

I(t)

N
cos (θ + φ(t)). (3)

La dynamique du LEL peut alors être étudiée à travers l’évolution d’une particule-test, dont le Hamilto-
nien H1p ne possède que deux degrés de liberté. Les fonctions I(t) and φ(t) interviennent alors comme
des paramètres externes, et sont choisies ici conformément à leur comportements asymptotiques dans la
dynamique auto-cohérente, grâce à une méthode d’analyse en fréquence [7]. Ainsi, dans le référentiel de
l’onde, le terme d’interaction s’écrit :

2

√

I(t)

N
eiφ(t)

≈ F − ε
K

∑

k=1

Wkeiωkt = F − εW (t). (4)

3 Contrôle de la dynamique d’une particule-test

La méthode de contrôle Hamiltonien présentée ici s’applique aux systèmes proches de l’intégrabilité.
Le Hamiltonien s’écrit alors H = H0 + V , où H0 est intégrable, et V une perturbation d’ordre ε (par
rapport à H0). Les résultats utilisés ici ont été prouvés rigoureusement dans [4,10]. En pratique, on peut
montrer qu’il existe un terme de contrôle f approprié, d’ordre ε2, tel que le Hamiltonien H0 + V + f
possède un tore invariant à une fréquence choisie ω0. Dans notre cas, la perturbation correspond aux
fluctuations de l’intensité. Le terme d’interaction de (3) peut s’écrire

2

√

I(t)

N
cos (θ − φ(t)) = F cos θ − εRe(eiθW (t)). (5)

Ainsi, notre Hamiltonien intégrable correspond à un pendule :

H0 =
p2

2
− F cos θ, (6)

tandis que la perturbation V , dépendante du temps, s’identifie à

V (t, θ) = εRe(eiθW (t)). (7)

Le Hamiltonien (6) est développé en séries, dans ses variables action-angle (ϕ, J) (voir [8]), au voisinage
de J = J0, qui correspond à l’action à laquelle on cherche à reconstruire le tore invariant.

H0(J) = E0 + ω0(J − J0) + δ(J − J0)
2 + O((J − J0)

3). (8)

De même, la fonction de θ de la perturbation V définie en (7) est développée comme suit :

eiθ =

M
∑

m=0

L
∑

n=−L

αm,n(J − J0)
meinϕ + h.o.t. (9)

Le terme de contrôle s’écrit alors [10] :

f(ϕ, t) = V (J0, ϕ, t) − V (J0 − Γ∂ϕV (J0, ϕ, t), ϕ, t), (10)

où Γ est un opérateur linéaire qui agit sur un élément de la base de Fourier selon

Γei(ωt+nϕ) =
ei(ωt+nϕ)

i(ω + nω0)
. (11)
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Fig.2. Sections de Poincaré d’une particule-test de Hamiltonien H0(J)+V (J, ϕ, t) (à gauche) et H0(J)+V (J, ϕ, t)+
f(ϕ, t) (à droite), dans les variables action-angle du pendule.

Au second ordre en ε (qui est le principal terme), le terme de contrôle s’écrit

f(ϕ, t) = ε2w(ϕ, t)Γ∂ϕv(ϕ, t) − ε2δ(Γ∂ϕv(ϕ, t))2, (12)

avec

Γ∂ϕv(ϕ, t) =
∑

k,n

nα0,nWk

ω0n + ωk

ei(nϕ+ωkt), (13)

et
w(ϕ, t) =

∑

k,n

α1,nWkei(nϕ+ωkt). (14)

Numériquement, nous ne considérons que deux modes de Fourier pour W (t) (i.e. K = 2), et onze modes
pour la partie dépendante de θ (i.e. L = 5). L’amplitude de la perturbation est d’ordre ε = 1/5. Le
développement en série est effectué autour de J0 ≈ 1.33 (ce qui correspond à une énergie E0 = 0).

Dans les variables action-angle, la régularisation de la dynamique apparâıt clairement (voir Fig.2). Le
terme de contrôle a permis de reconstruire non seulement le tore KAM prédit par la théorie, mais aussi
un ensemble infini de tores invariants autour (l’existence de cet ensemble provient de la nature robuste
du tore d’action J0 et découle du théorème KAM).

Notons que la transformation exacte entre les variables initiales (θ, p) et les variables action-angle
(ϕ, J) comporte une singularité au niveau des séparatrices du pendule. Afin d’implémenter le contrôle
sur tout l’espace des phases, et car seul son effet au voisinage de J = J0 importe, nous utilisons un
changement de variables simplifié, mais régulier, qui représente une très bonne approximation (à 4%
près) de l’original dans la zone de contrôle J = J0 (voir Fig.3) :

tan ϕ =
θ

p
. (15)

Dans les variables originales (θ, p) variables, notre terme de contrôle s’écrit donc :

f̃(θ, p, t) = f(arctan
θ

p
, t), (16)

et sa régularité est celle de la fonction (θ, p) 7→ arctan θ
p
. Ainsi, la dynamique controllée d’une particule-

test est décrite par le Hamiltonien :

Hc(θ, p, t) = H1p(θ, p, t) + f̃(θ, p, t) (17)
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Fig.3. A gauche : terme de contrôle f(φ). A droite : comparaison des changements de variables exact et simplifié :
ϕ est tracé en temps que fonction de θ, à énergie constante (donc à action J constante). Le trait continu correspond
au changement de variables exact, le pointillé au changement simplifié. Les courbes correspondent, de gauche à
droite, à E = 0.5, 0 (zone de contrôle) et −0.5.
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Fig.4. Sections de Poincaré d’une particule-test de Hamiltonien H1p(θ, p, t) (à gauche) et H1p(θ, p, t) + f̃(θ, p, t)
(à droite).

Dans ces variables (voir Fig.4), le contrôle permet à nouveau de reconstruire un ensemble de tores
invariants autour de la macro-particule, dans le modèle de la particule-test. En d’autres termes, on observe
un élargissement de la macro-particule.

Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une étude du régime saturé du LEL Simple-Passage à travers
la dynamique d’une particule-test. En particulier, nous avons montré qu’il était possible d’augmenter la
taille de la macro-particule à l’aide d’une petite perturbation du système, auquel est donc associé un
faible coût en énergie. L’idée principale est de reconstruire des tores invariants de la dynamique en des
endroits précis : cette méthode est parfaitement générique et pourrait être utilisée pour fixer la taille de
la macro-particule, afin d’améliorer le facteur de “bunching”. De même, en limitant le domaine de l’espace
des phases parcouru par la macro-particule, il serait possible de stabiliser l’intensité du laser. Deux pistes
s’ouvrent dorénavant pour cette méthode : La première est d’implémenter le contrôle décrit ci-dessus dans
le cadre de la dynamique auto-cohérente à N particules, afin de voir quels bénéfices en retirerait l’onde.
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La seconde serait d’appliquer cette méthode de contrôle à la description Hamiltonienne réduite de [2,3].
Soulignons que l’efficacité expérimentale de la méthode de contrôle a été vérifiée expérimentalement sur
un Tube à Ondes Progressives [5], en l’absence de rétroaction avec l’onde.
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